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まえがき

情報処理の技術の発達とともに，情報を適確に統計的に処理することの必要
性が一段と増している．

現在，統計学は生物学，農学，医学をはじめ，物理学，経済学，社会学，心

理学，教育学等の学問研究には欠かすことのできない有用な道具として使われ
ている．更に企業においては品質管理，生産管理，市場調査から人事，労務に
至るまで科学的な経営管理等に有用な方法を与えている．

本書は，初めて数理統計学を学ぶ者および理工系の学生を対象として書かれ

た教科書である．このため取り扱う内容や配列に注意して，統計学の基本的な

属熱戦篭妻撫駕篭塞測雪鰯
省略しないこととした．

なお予備知識として微分積分学の初等的な知識を必要とするが，それもごく

初等的なものであるから初めて学ぶ者にも十分理解してもらえるものと思う．

第1章では，資料を整理して，その特性を見い出す方法を取り扱う．

第2章では，確率変数の性質を取り扱う．

第3章では，二項分布，ポアッソン分布，正規分布を取り扱う．

第4章では,t－分布，宏分布,F-分布を取り扱う．

第5章では，標本による母集団の特性値の推定を取り扱う．

第6章では，標本による母集団の特‘性値についての仮説の検定を取り扱う．

最後に，本書の企画の段階から一貫して格別のご尽力をいただき，出版の機

会を与えて下さった開成出版株式会社の方々に深く感謝いたします．

1982年2月

著者らしるす
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第1章序 説

§1.1統計学概要

日本人の成人男子の身長の平均値を求める場合を例にとろう．この場合，成

人男子全員の身長の計測値(データ)の集合を母集団といい，平均値などを母集

団の特性値という．

母集団がこの例のように非常に大きな場合にはすべてのデータを使用して特

性値を求めることは不可能である．また，それ程大きな母集団でなくても，デ

ータを得るために破壊をともなうものや，多額の費用がかかるものなどでは，

すべてのデータを得ることは不可能である．このような場合には母集団から無

作為にいくつかのデータを抽出し(個々のデータを標本という)，これらのデー

タを用いて母集団の特性値を推定する．

統計学は元来，多量のデータの整理や要約の必要から生まれた学問である．

したがってデータの整理の方法の開発，種々の特』性値の導入，データや標本の

性質の研究，特性値を正しく求めるための標本抽出の仕方や標本の個数の調査

などを研究の主題として発展してきた．しかし1930年ごろからは，立場をか

えて，得られた標本から母集団の特性値を推定する方法の研究に研究の主題が

移り，学問体系の整備と応用範囲の拡大はともに目覚い､、1930年ごろを境と

して，それ以前に主として発展してきた統計学の体系を記述統計学，以後のそ

れを推測統計学として区別する場合がある．

本書は一貫して推測統計学の立場で書かれている．まず1章ではデータの整

理の方法や種々の特性値の説明がなされる．2章では母集団のデータの分布を

数学的に取り扱う方法が準備される．3章では統計学上最も基本的な分布をす

る母集団の性質が記述され，つづいて4章では3章で取り扱ったものよりやや

複雑な分布が記述されている．この3章と4章で取り扱った分布を用いて，5

章では標本より母集団の特‘性値を推定し，6章では母集団の特性値についての

仮説の検定を取り扱う．



§1．21変量データの整理

観測対象の調査・実験により得られる測定値をデータという．集められたデ

ータをただ雑然と記録するだけでは，この対象のもっている'性質を把握するこ

とはできない．この節ではデータを整理する方法とデータの性質を明らかにす

るための指標を考えてゆく．

1.2.1度数分布表

ある工場で1日に生産される製品の不良率を200日間調べて表1-1を得た．

観測データに関する特'性を明らかにし，かつ種々 の指標を計算する上で便利な

形に整理するため，よく度数分布表が用いられる．これは変量(測定値)の変域，

すなわち最大値と最小値を含む範囲をいくつかの区間に分け，その区間に入る

データの数(度数)を求めて表にしたものである．表1-2は表1-1のデータを度

数分布表にまとめたものである．この表において，いくつかに区切った区間を

表1-1
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階級といい，その区間の中

間値を級心，ある階級に入

るデータの個数(度数)とデ

ータの総数の比を相対度数

という．度数分布表を直観

的に見やすくした図1－1を

度数柱図表またはヒストグ

ラムという．一般に測定値

と測定値の現れる度数との

関係を度数分布といってい

第1章序

表12

説3

階級｜級心｜度数｜累積度数｜相対度数

1.855～1．88511．8711 111/200

1.885～1．91511．9017 81 7/200

1.915～1．94511．93116 24116/200

1.945～1．97511．96126 50126/200

1.975～2．00511．99135 8535/20C

2.005～2．03512．021391124139/200

耐二百瓦言｢Z万532156卿麺
2.065~2.0952.082818428/200

凧二五z5豆五1119511/200
る．

デー ﾀの特性を正しく知雨弱二五弱2.145|2005/20C
るためには，度数分布表を

作成する段階で，合理的な階級に分ける事が必要である．階級の数は多すぎて

も少なすぎてもいけないのであって，一般に，表1-3の程度にする．

以上述べたことをまとめて，度数分布表を作る手順を示せば，

（1）データの数Nを調べる（Ⅳ＞100であることが望ましい)．

（2）表1-3を参照して階級の数たをきめる．

（3）階級の幅をきめる．

データの中から最大値Lと最小値Sを見いだし,LとSの差をたで割り，そ

表1－3

データの数｜適当な階級の数

50～100 6～10

100～250 7～12

｡21－99Z‐（ 250以上 10～20

図1－1
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一
釦
一
二

の商の値に近く，かつデータの最小桁を単位として，その整数倍の都合のよい

値を階級の幅とする(例えば表1-1の例で,L=2.14,5=1.87であり,=10

と選ぶと(L-S)/k=0.027となる．このデータは小数以下2桁を最小測定桁と

しているので0.01の整数倍で0.027に近い値0.03を階級の幅と定める)．

逆に階級の幅を適当に定めたとき，階級の数を求め，これが表1-3と比較し
て適当であるならば，この幅を採用してよい．

（4）階級の限界値をきめる．この場合1つのデータが2つの階級に入る事

のないように注意する．限界値の数値は最小浪碇桁より1桁下げておくとよい．

（5）度数分布表の作成．

（6）ヒストグラムの作成．

以上の手順を経るのであるが，データの中に異常にかけ離れた値をもつもの

があれば，そのデータは取り除く方がよい．

（例）表1-4は，ある学校の学生100人の数学の成績である．これより度数
分布表，ヒストグラムを作れ．

表1-4 （解）（1）Ⅳ＝100

8257753534 （2）階級の数は7～10がよい．

7776747678 （3）最大値＝98,最小値＝34．
8752988864

98-34＝64であるから5点きざみに

7657646758すると階級の数は13となって多すぎる．
8278457556

10点きざみにすると階級の数は7となる
7866796860

7781925752から’’0点きざみにきめる．
6084807963 （4）階級の限界値は29.5～39．5，

877265798039．5～49.5…･…･･とする．
4063908394

以上から表1-5と図1-2が得られる．
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剥
髄
別
氾
妬
別
虹

開
門
乃
朔
門
別
帥
舶
鮎
帥

ヒストグラムの柱の上端の中心を順次結んでできる折線を度数多角形といい．

データの数が多くなれば，階級の数も増加し，度数多角形は次第になめらかな
曲線に近づく．この曲線を度数分布曲線という．

ヒストグラムの形によって，分布を対称型,L字型,u字型などと呼ぶ場合
がある．
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’
一
“
【
一
室
一
》
一

表1－5

砦級｜級心｜度勢

』昼～4qRl4Z

､u月～RC

J､5～69．5164．512［

三二三蓑騰信 魂。⑩”.U昭.0J4．0駆

図1－2

攻多角刊

101/V=2UC
線

J31．992－［

図1－3

1.2.2平均と分散

データの特性を表す指標としてよく用いられるものに平均，

偏差がある．

平均鰹とは宛個のデータ〃,,〃2,……,お"の算術平均をいい，

分散および標準

鯉=麦倉麺‘
である．また

‘2＝上堂(鋤－")’
〃f＝1

で定義されるぴ2を分散といい，この正の平方根oを標準偏差という．つまり
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<7=VV

である．ここで

‘圏=聖堂(ｪ‘-"=÷隻墾‘鰯-似．〃Z＝1

なる恒等式が成り立つことは明らかであろう．計算をする場合には後者の式の

方が便利なことが多い．

似,ぴ2がそれぞれもっている』性質から，平均はデータの代表値として用いられ，

分散や標準偏差はデータのばらつきを示す尺度となっている．

表1-6 度数分布表(表1-6)から平均，分散を求
一
計
一
Ｎ
’

一

級心
一

級心を階級の代表値としてめるときには，

考え度数
一

｜
⑨
’
’
一
“

似
２
錘八

”
ｚ
掴

娩
１
－
Ｎ

協
恥
御
咋

１
万
１

一
一
鋤

似
胤混ｚ
御

１
一
Ｎ

一
一

２
０

とする．

なお，変数変換を施して，計算を簡便化する方法もよく用いられる．

1．表1-6において

Xi=aui+b(i=l,2.……,〃;a,b:定数）

とする時，〃‘,〃‘の平均を似露,似",分散をぴ懇2,o"2とすれば

〃麺＝α""＋6，ぴぉ2＝α2ぴ秘2

である‘

２１〕６＋泌似‐α

〕６

く

＋
６ｊ

“

他
九
“＋

撫
稚
災αく’

一
一
汁
”
ｚ
御

’
“

１
一
Ｎ

抄
剥
一
》泥

ｚ
御

１
－
Ｎ

一
一

２
錘ぴ

野』 釦 〃8
●●●●●q 。 秘

ノ 災 ノ ●●●●｡。 八
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＝α舘加‘-〃="2.慾‘
この関係を用いて度数分布表から平均と分散を求めてみよう．

（例）つぎの度数分布表(表1-7)から平均と分散を求めよ．

説7

(解)a>i=0.05Ki+1.65とおき,Xi,Uiの平均,分散をそれぞれ似X>[*U>‘霧2び秘2とおく．

表1－7

~霊両~｢悪８
０
０
１
０
馳
姐
”

４
９
４
４
１

○
空
く
Ｕ
〈
Ｕ
１
４
（
Ｕ
○
空
・
一
４
Ｑ
ご
》

１
ユ
の
べ
〕
句
〃
’
４
列
詮
Ｆ
へ
Ｊ
の
〃
全

一
一
一
一

Ｑ
Ｊ
ｎ
〉
匡
Ｊ
１
ユ
４
丞
○
色
ワ
今
○
Ｊ

勺
Ⅱ
ユ
ハ
ベ
Ｕ
４
如
乏
〈
ｈ
）
Ｆ
【
》
『
Ｉ
冬

棚
棚
珊
川
棚
川
Ⅷ
Ⅷ
一
計

“
４
一
一
《
一
○
○
堂
１
エ
ハ
Ｕ
１
言
一
○
空
。
Ｊ

一
一
一
一

３
皿
弱
似
削
馳
ｕ
３

妬
別
弱
帥
開
刈
乃
別

１
１
１
１
１
１
１
１

●
●
●
●
■
●
●
●

Ｉ 2201－681446

似拠＝-68÷220＝－0．31

o”2＝446÷220-(0.31)2＝1．93

ゆえに求める平均似諺，分散ぴ錘2は

似鍾＝0.05×(-0.31)＋1.65＝1.634

ぴ毎2＝(0.05)2×1.93＝0.0048

分散がデータのばらつきを表すことはすでに述べたが，この性質をより定量

的にとらえてみよう．

2．チェビシェフの不等式

表1-6において，平均奴，標準偏差をぴとおけば

I剛ふ釧かⅣH
が成り立つ．

なぜならばZ灸＝〃とおくと
｛f;|錘f－ﾉ‘I＞ｽぴ）

・恩=鎗帥‘-">釜｡‘”



公

さ

､”<祭

州男書",ﾊーⅣ-">Ⅳ('-主）
いま，この不等式において，スー3とすれば，

，",鰯勇!書,釧八>号”
となり，〃－3ぴから〃＋3ぴの間にある〃‘の個数は全体の約89％以上であるこ

とを示している．この性質はぴの大小には無関係であるので，びが小さければ

小さい程，似－3びと〃＋3ぴの間隔は狭くなり，やはりその中に全体の89％以

上がはいってしまう．この性質を3αの定理と呼んでいる．

問1100人の生徒の身長について，つぎの分布表を得た．これより，平均と標準偏
差を求めよ．

才長(c、）’140143146149

度数

問25個の貨幣を100回投げて，各回に出た表の数の度数分布表を作れ．これより

平均と分散を求めよ．

問3数学のテストの結果，平均点53点，標準偏差8点であった．1クラス45人の
学級で成績が41点から65点までの者が何人以上いるか．

§1．32変量データの整理

同一の観測対象から，2つの異なるデータを得た場合,2変量間の関係を定

量的かつ直観的に把握するための指標やデータの整理方法は，1変量だけの場
合と異なってくる．

1.3.1相関表

〃,Uの2変量を測定して表1-8を得た．

このままの形では2変量の間にどのような関係があるのか判断しにくい．そ

こで表1-9の相関表を作成する．これは〃,〃の値を階級に分け，両方の階級を

満足するデータの個数を各マス目に記入するのである．
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表1－8

お

－

－

75
■■■■■■■■■■■■■■ﾛ■■■■■■

76
－

〃
－

表1-9

70～72

71

73～75

74

76～78

77

79～81

80

必～［

72～75

73．5

表1-10

〃
〃
〃二
蓋
計
り

計
至
二
Ｎ

八
次
向
〆

2変量おとりの間の相関表を一般的に書くと表1-10のようになる

この表で灸jは〃については〃’,〃についてはzﾉノを級心とする階翻この表で灸jは〃については〃‘,〃については功を級心とする階級に含まれ

るデータの度数である．また一番下の行の八・はzﾉを考えない場合の鯵‘の度

数を示し，一番右の列の〆jは砂を考えない場合の幼の度数を示している．こ

7： 73 7］ 71 7ミ 75 77 7］ 71

64 70 6 64 6' 71 7（ 7（ 61

釦1 釦 〃3
●●q お‘

●■■ 諺 邦

ハ 九， 九， ●●q 内， ●●● 九，

ハ ノ2 災 ●●● 八2 ●●1 八2
●●

●●

●●■

●●□

C●

●●

●●1

●■1

●●

●●

●●●

●●●

●●

●●

ハゴ 九J ﾊゴ ■●1 ﾊゴ ●●●

九J
●■

●●

●●I

●●4

●●

●●

●●●

●●●

●●

●●

●●●

●●●

●●

●●

八、 茨、 八、 ●●● ／、 ●■● 災 、

ハ‘ 九 九． ●●● 九． ●●● 九
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れらを周辺分布と呼んでいる.Nはデータの総数であって，
泥 、 邦、

tf=E/i.=E/.i=Z:L/iy
i=li=li=li=i

である．

図1－4

相関表の各欄に度数を記入する代わりに，度数と

同数の点を記入した図表を相関図と呼ぶ．この図表

によりデータの分布を直観的に把握することができ

る．図1-4は表1-9から得られた相関図である．

1.3.2共分散と相関係数

2変量〃,Jに関する測定データが

（"1，J,),("2,〃2),("8,J8),……,te,Vn)

で与えられているとする．〃に関する平均と分散を

@に関する平均と分散をそれぞれ似,,ぴ,2とする．すなそれぞれ似懇,ぴ錘2とし，vに関する平均と分散をそれぞれ似",ぴ"”と

わち

似鍛=会皇舞‘‘蜜'=麦倉("‘-〃

“,=鵠,‘‘,亀=麦倉('‘-〃
とするとき，共分散ぴ錘〃と相関係数βをつぎのように定義する．

“,=鵠(鋤-"('‘-似,)=去皇剛‘-"，

’=差等7
相関係数pの性質を調べてみよう．

1．－1≦p≦1

(証明）シュワルツの不等式より

（急(鋤‘‐此)(,‘一")．≦(書("‘一脚錘)ｳ(皇(,‘-似,)ウ
ゆえに、

ぴ”2≦ぴ懇2.ぴ"2
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が成り立つ．ゆえに

〆=方誇≦』
・・・－1≦β≦1

Ⅱ．〃､＝α"i+6のとき

p=1(><))またはp=-1(a<0)

(証明）省略

Ⅲ、相関図とβの値の関係は図1-5に示す．これらの図より，2変量間に1

次関係が強ければ強いほど相関係数は±1に近づくことが知れよう．

(a)/>=1(b),0=0.7 (c)p=0

図1-5

(d)p=-0,7(e)o=-l

2次元においても計算の簡便化を考えよう．まず表1-10より鋤,"jの平均，

分散，共分散，相関係数はそれぞれ

“雲=鎗加ルー鵠加

・璽璽=鎗九(錘‘-〃=鎗加‘2-似鰯‘

。,墜=古か船-〃=鵠加璽一際,’

・鰯,=寿蕊"麺‘-"(',-"=鎗芸ん剛,-"，

’=器ウ
である．ここで

Xi=aui+b,iﾉ'/=*てﾉ,+d(=1,2,…,n¥i=l,2,…,"；αcキ0)

とおき，〃‘,汐jの共分散，相関係数をび鰹｡,*とすれば，つぎの等式が成り立つ．
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ぴ諺〃＝αCぴ秘D

p=±#(ac>0のとき+,ac<0のとき一）

これはつぎの式から容易に導かれる．

ルー“泌十6ぴ"2＝α2ぴ泌2ぴ鰯＝|α|ぴ“

似"＝“ﾜ＋αぴ,=<*ぴび2v=¥c¥ぴ｡

（"‘－似麺)(yj－似,)=("愈一"(汐ノー"’）

相関表(表1-10)から，各変量〃’1ﾉの平均値と分散および2変量間の共分散

を計算するときには，系統的に計算する意味で，表1-11のような形で下記の

諸量をあらかじめ計算しておくとよい．

、 冗

災."f，拘りj，灸."AU’AFj=Z;/fy,Gy=S/iyMt̂ ii,Ĝ
j=1、＝1

このとき

‘"，=錯伽t-ftuftv=jf̂G〃"・
表1-11

夕
』 1 釘 ●●● 釘 ●●q 釘 7

2 1 郷 ●●■ 2 、
●●q 〃 価 戎' 戎jUj ./:jUj C

1
G'沙ノ

〃1 汐1 ハ， 九， ●■q 八， ●●q 八， 我 /.l̂l /.iWi" G, Giv,

〃2 Zﾉ2 ハ2 九2 ●●q 九2 ●●q A2 顔2 ./:2U2 /:2℃22 G Gzv*

●
●
●

●●q ●●q

〃』 汐
‘ ハノ 九J ●○4 ハノ ●●4 八J 虚ゴ 丘jUj 〆j汐〕

： G Gj”ノ

●
●
●

〃” Z 、 ハ、 ノ 価 ●●q ノ ” ●●q 八 知 ／別 f畑zノ刃 f.mVJ G、 Gm””

八． ハ． 災 ●●■ 八 ●● 九 ハ

、

Z乃泣
j＝］

、

s/.
'＝1
jVj*

、

ZG
j＝1

、

G,Tﾉ‘
j＝］

ハ."，

AW

凪

Ff狸1

ハ.〃

九.",2

Ft

屈狸，

九."2

九."22

F
』

恥〃

●●I

●●1

●●●

●●■

八.〃

八.〃l"

瓜

FiUi

●●I

●●1

●●’

●●’

A〃制

八.〃"’

Fn

脇"耐

1

国災
､＝1

.〃

日

。

馴
筒
.〃@＄

Ⅱ

Z恥
f＝1

絶

図函z‘，
t＝］
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問表1-9の相関表から2変量〃,yの平均，分散および相関係数を求めよ．

1.3.3回帰直線

2変量野,2ﾉがtei.iﾉi),tea,%ﾉi).……,ten,2/n)なる値をとり，相関係数p=±1

であるときには,2ﾉ‘＝α"t+bなる1次関係が成立していることはすでに述べた
(図1-5a,e).

一般に0＜|β|＜1の場合にも，たとえば図1-5の(b)や(d)のように，全体と

してのデータの傾向が1次関係をみたしているとしてさしつかえない場合には，

2変量zとzﾉの間に〃＝α鉛十6とおいて，〃＝z‘のときのyの値脇とデータ
冗

､ﾉ‘の値の差の二乗の和.X(Vi-Y#が最小になるように係数α,bを定め，
Z==1

直線2ノーα"＋6をzﾉの〃への回帰直線と呼んでいる．またαを〃の〃への回帰

係数と呼ぶ．係数α’6を決定しよう．いま

冗 冗

*&*,=2(眺一y)2=s(0一α"i-tt2
j＝1 Z＝1

冗

とおき.2(2ﾉi-yi)*をα,bの関数と考えると，Ra,b)が最小になる点では
‘＝1

筈器=0
－

－

であるから，

旦亙＝堂{-2卿‘-蛾-6)}＝0
dati

亜＝堂{-2(,,-“-6)}＝0
dbIS

(1.3.2)より

6＝聖堂(,‘-α”
〃j＝1

＝〃"－α"諺

(1.3.3)を(1.3.1)に代入すると

兎

o=2tei(i/i－α娩一""＋α此）
f＝1

泥 泥 冗 冗

=2"紬一α2>i2一似"Hxt+aû Xi
f＝1 t＝1 f＝1 f＝1

(1.3.1）

(1.3.2）

(1.3.3）
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＝"(麦倉剛‘-"D－α"(鵠鍾'一ルウ

弛曇鴬三芳I令器β
：.‘=",-麦"．

したがって9の〃への回帰直線は

y=Z*-似騨)+"′
となる．同様に〃の〃への回帰直線も求めることができて

鉛＝旦竺β(ツー解")＋似諺
び〃

となる．

いまα=ZLp,6=Uv-器"鋤として即,b)に代入してみるとび鐙

及α.tt=E(Vi－α"i-tt
も＝1

＝含(,‘-器,鐙‘-,,+豊仰鰻)。

＝暑(幼-"+芳噌(x,-̂)t_2t1．隻("‘-"(軌-〃
＝れぴ"2＋れぴw2p2-2"ぴ"y

＝れぴ"M-p2)

この式から，相関係数pの絶対値が大きければ大きいほどRa,6),つまり直線

からのずれが小さくなることがわかる．したがって相関係数は，’次関係の強

さを示すとした1.3.2のⅢの説明も納得がいこう．
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第2章確率変数と分布関数

§2.1確率と確率変数

2.1.1標本空間と事象

1つのデータを得るための試みを試行といい，試行の結果として起こりうる

すべての場合を要素とする集合を標本空間という．いま標本空間をSとし，試

行により起こりうるすべての結果をEuE2,……,且,とすると

S＝｛E,,E2,.．…｡,E"｝

と書くことができる．

（例1）サイコロを振るという試行で

Et=iの目が出ること(*=1,2,3,4,5,6)

と定義すると

S＝｛E,,E2,E3,……,e

である．

（例2）3枚の貨幣を投げるという試行において

Et=表がi枚出ること=0,1,2,3)

と定義すると

S＝｛島,E,,E2,E3｝

となる．

Sの部分集合を事象という．上の例1で，“偶数の目が出る”という事象は

{^2,^4,Eq}であり，例2で"1枚も表が出ない”という事象は{,である．

Sの1つの要素からなる事象を単純事象という．

1つの試行による標本空間は，ただ1通りに定まるものではない．たとえば，

例1で，

Fodd=奇数の目が出ること；Fとて'e7z＝偶数の目が出ること

と定義すれば，

5={Fodd,励汐e"｝



76

となる．

事象と事象の間には，和，積，否定という3つの演算が定義される．事象の

間に，これらの演算が行われた結果は，また1つの事象であり，それぞれ，和

事象，積事象，余事象という．

A,Bを各々事象とするとき

和事象:AとBのどちらかが起こる事象．記号でAUBと書く．

積事象:AとBの両方が同時に起こる事象．記号でahbと書く．

余事象:A以外が起こる事象．記号でAと書く．

また，必ず起こる事象を全事象といい,/で表し，決して起こらない事象を

空事象といい,‘で表す．たとえば，サイコロを振るという試行において，1,2,

3,4,5,6の目のいずれかが出る事象は全事象であり，偶数の目と奇数の目が同

時に出る事象は空事象である．事象の間の関係は図2-1に示すような図を用い

ると理解しやすい．

二 蓬
全事象Z 空事象 事象A 事象B

和事象AUB積事象ACiB余事象互

図2－1

AnB=6である事象，つまり決して同時には起こりえない事象A,Bを互い

に排反事象という．

サイコロを1回投げる試行により起こりうるすべての場合は，サイコロの出

る目に注目すれば6通りであり，出る目が偶数か奇数かに

注目すれば2通りである．前者の場合に標本空間S,=[EJi

Ei=Miが出ること｝が得られ，後者の場合に標本空間＆
排反事象AnB=6

図2-2={Fodd,Fとてﾉe"}が得られることはすでに述べた.&の事
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象{Fodd}と{Fezﾉe"｝は

{Fodd}={EJ{J{E,}U{Es},{Fｾて》en}={EJU{4}U{E6}

である．しかし事象IE,},IE.},……AE}は他の空でないいかなる事象の和

事象としても表現することはできない．このような事象を基本事象という．

問袋の中に赤玉が3個，白玉が2個入っている．袋の中から2つ取り出すときの標

本空間の要素を書きあげよ．

2.1.2確率

「標本空間をS＝{E11E21E81..….'E"｝とし，刀個の要素のどれもが，同様の

確からしさで起こると考えられる場合,sの加個1≦"≦")の要素からなる事

象Aの起こる確率P(A)は

P(A)=f
である｣．

これをラプラスの定義といい，このようにして定義された確率を数学的確率

という．

（例1）大小2つのサイコロを投げて，2つとも1の目が出る確率を求めよ．

（解）サイコロを投げるとき，どの目も同様の確からしさで出ると考えられる．標本

空間Sの要素をE〃とし，

E"＝大きいサイコロはjの目，小さいサイコロはjの目が出ること

(,/=1,2,3,4,5,6)

と考えると,sの要素の数は36.このうち,EnはSの一つの要素であるから，両方と

も'の目が出る確率は主である

（例2）袋の中に6個の赤球と4個の白球がある．3個を取り出して,2個が

赤’1個が白である確率を求めよ．

（解）’0個の中から3個選び出す組み合わせの数は10^8通りで，考えている場合の

数は6Co×4C,であるから，求める確率は

6C2×4C,1

inCa2

である．
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問15個のサイコロを投げて，4個が同じ目を出す確率を求めよ．

問24人を1列に並べるとき，特定の2人AとBが,ABの順に隣合う確率を求め

よ．

問33枚の貨幣を投げたとき，表の出る枚数がそれぞれ0,1,2,3である確率を求め

よ．

問4袋の中に6個の赤球と4個の白球と3個の黒球がある．3個を取り出して赤，

白，黒がそれぞれ1個ずつである確率を求めよ．

問50,1,2,……,9が書かれた10枚の札から3枚を抜き出したとき，この3枚が(1,

2,3),(7,5,6)等の続き番号である確率を求めよ．

問6前問で3枚の札を1枚ずつ順番に抜いたとしたとき，順に1つずつ大きな数を

引き当てる確率を求めよ．

問752枚のトランプのカードをよくきり，その中から5枚ぬいて5枚とも全部同種

のカードである確率を求めよ．

ラプラスの定義は，“試行によって起こる結果は，すべて同様の確からしさ

を持つ”ということを前提としているため，実際問題に適用できない場合も多

い．たとえば，歪んでいたり，材質が一様でないサイコロを振った場合，各々

の目が出る確率は告とはいえないしたがって例'のような計算は意味を持た
ない．このような場合に，ある事象の起こる確率を求めるには，実際に何度も

試行して，その結果，宛回の試行のうちア回その事象が起こったとすれば，近

似的にその事象の起こる確率を妾と考える.”をしだいに大きくすれば蓋は一
定の値に近づくことが知られている．これを大数の法則と呼び，基本的な定理

である(後で証明される)”を十分に大きくしたときの妾を経験的確率という．
経験的確率はラプラスの定義による数学的確率を包含している．なぜなら,"試

行の結果はすべて同様の確からしさを持つ”ことが先験的に明白な場合には，

実際に試行を多数回行えば，経験的確率は数学的確率に近づくからである．

以上，数学的確率と経験的確率の定義を通して，確率の概念を明確にしてき

た．しかし，統計学の基本概念として確率を導入するためには，確率の概念を

十分に抽象化し，その中に包まれる“あいまいさ”や非本質的部分を取り除く

必要がある．

抽象化された概念を公理として設定し，これを出発点として，統計学の諸概
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念を組みたててゆくことにしよう．

任意の事象Aに対して，実数KA)を結びつけ，このP(A)がつぎの3つの

性質をみたすとき，これを事象Aの確率と定義する．

公理10≦PiA)≦1

公理ⅡP(1)=l,PU)=0

公理ⅢAとBが排反事象であるときP(AUB)=P(A)+P(B)

これらの公理より，つぎの基本的な定理を導くことができる．

〔定理2.1P(A)=1－P(A)

（証明)AUA=/であるから

PAUA)=1公理Ⅱ）

またAnA=6であるから

P(AUA)=P(A)+P(A)(公理Ⅲ）

.-.P(A)=1-PA

儲淵駕蝋'州旧伽法定乳＆
=P(AnB)+P(B)(公理Ⅲ）

ar¥n)ﾊ(4ﾊB）､‘雲｣這他方P(A)=P{(An)u(AnP)}

=p(AnB)+P(Ar)B)(公理Ⅲ)/¥̂Aﾊ圏に排反
.-.p(Anfi)=P(A)-P(AnB)

・蕊．P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AflB)

〔定理2.3〕2つの事象A,BがAcBであるとき

PiA)≦P(S)

である．

（証明)P(P)=P{AU(AnP)}

=P(A)+P(AnB)

≧P(A)

．.．HB)≧PiA)

つぎに2つの事象A,Bがあって，

(公理Ⅲ

(公理I)
了
〃
△
ｌ
－
１

ｃ
２
Ａ
図
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〃＝ァ+a+b+c 図2-4

どのE,ゴも同様の確からしさで起こるものとしたとき，であるとし，

の定義から

ラプラス

P(AnP)γγ/〃

γ＋α一（γ+a)lnPIA)

である．この式の左辺は,Aが起こったと仮定したときのBの起こる確率と考

えられるから，一般に，

P(AnB)

PiA)

をAのもとでのBの条件つき確率といい,PiBIA)と書く．すなわち，

肥ﾉA)=竺譜’
と定義する．

この関係を用いて，直ちにつぎの定理2.4を得ることができる．

〔定理2.4]PiAnB)=PiA)･PiBIA)(乗法定理）

〔系DP(AnBno=P(A)･PiB/A)-PiC/AnB)

（証明)P(Ansno=P{(AnB)nc}

=PiAnB)-Pic/AnB)

=PW･PiB/AyPiC/ADB)

いまPCB/A)=PCB)が成り立つとき，事象Aと事象Bは互いに独立事象で

あるという．この定義から直ちにつぎの定理2.5を得る．

〔定理2.5〕事象AとBが互いに独立事象であるならば

PiAr¥B)=PiA)･PiB)

（証明）定理2.4と独立事象の定義より明らかである．

〔定理2.6)PiBIA)=PiB)ならばPiAlB)=PiA)である．
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(証明)PiA/B)=竺芸呈契=呈器』Pi淵農A)=剛）
（例3)A,B2人の学生が数学の問題を解く確率が，それぞれ3/4,2/3であ

るとき，ある数学の問題を

（1）2人とも解く確率（3）少なくとも1人は解く確率

‘(2)2人とも解けない確率(4)Bは解けてAは解けない確率

をそれぞれ求めよ．

（解Aがその数学の問題を解く事象をEuBが解く事象をE,とすれば,EuEoは

互いI塾立婁象と麦えら廷るから'一
(1)P(E,r¥E2)=P(Eか*>=H=T

(2)PiE,r¥E,)=PiEO-PiE,)=(i-|)(1-f)=̂
（3）少なくとも’人が解く事象をEとおけば

E=Ei^E,

，P()=1-P()=i-p(̂n̂)=1-i=ji

(4)P(,n2)=P(i)･PiEz)=芸号=告

（例4）1つのサイコロを5回投げて，2回1の目の出る確率を求めよ．

（解）1つのサイコロを投げて1の目が出たとき○印で，出ないときは×印で表すこ

とにすれば，5回のうち2回1の目がでる事象は，つぎの5C2=10通りの事象の和事露

である．

E,:○○×××

E,:○×○××

*:×○○××

Fin:×××○○

Ei,E2,……,Eioは互いに排反であるから

PCEiUEzU……[jE,o)=PiEi)+PiEz)+……+Pio

サイコロを投げる1回1回は独立であるから

w=(i)W<'-̂……川
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ゆえに，求める確率は

*ft'*'
である．．

（例5）1回の試行で，ある事象Aの起こる確率が沙ならば，これを〃回試

行してγ回事象Aの起こる確率は

.G少『"-'(9=1－沙）

である．

問年賀ハガキのお年玉の抽選に用いられる回転円板の標的に矢を射て，矢のささっ

た位置の数字を読み取る．矢を2回射たとき，つぎの確率を求めよ．

（1）2数の和が10でない．

（2）どちらの数も5以上．

（3）数の差が2以下．

○いずれかの数字が3以下
ただし，0から9までのどの数字に当たる確率も等しいとする．

〔定理2.7〕刀個の事象Ai,Az,A3,……>A-*,が互いに排反事象で,Eを任意

の事象とする．

AiUAolMsU……UA”＝I

ならば

PwE)＝鼻A‘)･P(E/A‘）
i;P(A>P(/A,)
j＝1

である．（ベイズの定理）

（証明)PiAJE)=

しかるに

PtEnA*)

PiE)

PiEr)Ai)=PiA,nE)

=PiAi)･PiEAA

かつ

E=(AinE)¥J(A2nE)U……U(A"nE）

であるから

図2-5
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沌

PiE)='LPiA<r¥E)
j＝1

泥

=XPiAj)･PiEIA,
j＝1

(公理Ⅲ）

したがって

^̂ â VMAA
ẑ w･PiEIA,)
j＝1

（例6）（ポリアの壷の問題）壷の中にα個の黒球と6個の白球がはいって

いる．その壷の中から1個取り出して，壷の中へ返す．その際その球と同色の

球をc個壷の中に加えることにする．2回目に取り出した球が黒であるとき，

最初に取り出した球が黒球である確率を求めよ．

（解）最初に取り出した球が黒である事象をA,,白球である事象をA2とし,2回目

に取り出した球が黒球である事象をEとすれば，求める確率はPiAJE)と書ける．

AiUA*=I

であるから，ベイズの定理を用いて

P{A1).P(EIA1)

W>=7CS3.P(EIA{)+P(A2)･PiE/A,)
αα±c
a+ba+b+c

_

I■■■■■

６
－
州

十
a+c

ｃ

柚
十

α

ａ
ａ

〔

α＋6＋‘ a+b+c

：＝二

a+b+c

（例7）ある製造会社で，使用する1つの部品をα,,α2,α8の3社から購入し

ている．購入比率はそれぞれ25％，45％，30％で,各社の部品中の不良品混入

率はそれぞれ10%,15%,5%である．

（1）部品の山から勝手に1つ取り出したと

きに，それが良品である確率を求めよ．

（2）(1)で良品であることが判明した場合，

それがα,で作られたものである確率を求めよ．

（解）1つの部品を取り出した場合に，それがα’

α2,α3社のものであるという事象をそれぞれAuAz, 図2-6

A Ａ

－
Ｂ

～

4
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^8と書き，それが良品であるという事象をBと書く．

(1)P(m=paAtnB)u(a,nB)u(A,nB))

=P(A1nB)+P(.AnB)+P(AnB)

=P(A,).P(B/AA+P(A2)･P(B/A2)+P(A3)-P(BIA,)

＝0．25×0．90＋0.45×0．85＋0.30×0．95

＝0．89

（2）ベイズの定理を用いて

P(A,)P(B/A,)0.25×0.90

P(A1/)p̂̂BIA1)+P{Ai)P{BIA,)+P(A8)P(BIA,)-'o.8925
＝0．25

問1100個の製品の中に10個の不良品が含まれている．この中から10個の製品を

取り出してつぎの場合の確率をそれぞれ求めよ．

（1）どれも不良品でない確率

（2）2個だけ不良品である確率

間210本のくじの中に3本の当りくじがある．この中から3本引いて，少なくとも

1本当たる確率を求めよ．

問3甲，乙，丙がこの順で貨幣を投げて，はじめに表を出したものを勝ちとする．

各人の勝つ確率を求めよ．ただし勝負が決まるまでくり返すものとする．

無限個の事象Ai,Az,……Ant……について，どの2つも排反ならば

P(息A鯛)=急P(A鰯）
これを用いよ．ここで

UAn=A1UA2U……UA"U……
犯＝1

問4街道に沿ってα,b,cの3か所に交通信号があり，これが青になる時間は1分間

にそれぞれ30秒，40秒，50秒である．この街道を通る自動車についてつぎの場合の確
率を求めよ．

（1）3か所とも止まらずに通過できる確率

（2）3か所とも止められる確率

（3）1か所だけ止められる確率

間55枚の10円玉を投げて，表が出る枚数をX枚とするとき

X=0,1,2,3,4,5

である確率をそれぞれ求めよ．

問62つのサイコロを投げて，その目の和をXとするとき，つぎの場合の確率を求
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めよ・

(1)X=10,(2)X≦5,(3X>9

問7ある電球の不良率が2％であるとき，この中から任意に10個抽出して，不良品
が2個以下である確率を求めよ．

問8袋の中に均質等大の球赤が7個，白が5個はいっている．1個ずつ取り出し

て2回目に白球である確率を求めよ(ただし取り出した球はもどさないものとする)．

2.1.3確率変数と分布関数

1つの試行において，注目している偶然変動量をある変数の実現値と考えた

とき，その変数を確率変数といい,X,Y,Zなどで表す．確率変数は,(1)それ

により事象の表現が簡単になる．(2)いくつかの試行を組み合わせて新しい試

行とみなすとき，確率変数を用いると構造が明確になる．

（例1）サイコロを振るという試行で，出る目を表す確率変数をXとすると

事象「1の目が出る」は(X=l,

事象「5以上の目が出る」は(X≧5)=(X=5orX=6)

=(X=5)U(X=6)

この事象の確率をPiX=l),PiX≧5)で表す．したがってサイコロが理想的

ならば，

P(X=l)=i-

PCX≧5)=PiX=5orX=6)=P{(X=5)U(X=6)}

=P(X=5)+P(X=6)=-|
である．

一般に変数Xが離散的な値

X=Xi,Xz,Xi,"….，〃”

をとり，かつ確率P(X=tf,)(=1,2,3,-…,")があわせ考えられるとき，こ

のような変数Xを離散的確率変数といい

PiX=Xi)=Pi(=1,2,3,……,〃）

と書く．この少‘を鋤におけるXの確率密度,Pi,(=1,2,……,〃)をXの確
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率分布という．このとき，つぎが成り立つ．

(1Pi≧0(=1,2,……,〃）

泥

(2)S*,=l
‘宮1

（1)は確率の性質より，（2)はつぎのことから導かれる．

(X=x,)UlX=xdUiX=X8)U……U(X=a:=/

(x=̂ )n(x=釘j)=*aｷﾉ）

また

PCX≦釘=及鉛）

とおき，R")をXの分布関数と呼ぶ．

F

,"!"…“羅一“川"首藁‘“”一“
いま，鉛,,〃2,〃8,……,釘"を小さい順に並び換えて，これをあらためて鉛,,〃2，

"3,……,鉛飛とし，これに対応して確率密度も入れ換えを行えば

剛書|#噌伽川胸ﾙー側
が成立する．

つぎに連続的確率変数を，例を通して考えてみよう．

（例2）図のように小球が円形の軌道上を運動してい

る．いまこの小球を，無意識に停止させたとき，軌道上

の定点Aから小球までの距離を左まわりに測ったとする．

この距離をXとおけば,xのとり得る値の範囲は 図2-9
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で，0と2汀γの間の値を連続的にとる．このとき0≦〃＜2汀γなる砂を取れば，

P(0≦x≦鰯̂2nr

である(この場合P(X=0)およびPiX=x)は0と考えられるから上式の等号侭

付けても付けなくても同じである)．

離散的なときと同様に

PX≦")=及鉛）

助|幸三華”
と至急変数xが連続的な値を肌任意の実数"に対して,確率

があわせ考えられるとき,xを連続的確率変数といい，

とおき，及勿)をXの分布関数という．もし

剛=ｴﾝ(鰯)血”)≧0
なる関数力(砂)が存在するならば，このP(x)を確率変数Xの確率密度関数とい

”)=響および〃")"=ユ

を扉iこおいて,xの分布関数恥確率密度関数Pix)のグﾗﾌを描化
図2-8,図2-9を得る．このようなXの分布を一様分布という．

確率変数Xが離散的であっても連続的であっても,xの分布関数及鉛)はっ
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図2－10

（1）α＜6ならばRa)】≦R6）

(2)limR"=1
毎→＋◎◎

(3)limR鉛)=0
毎→－“

問15枚の貨幣を投げるとき，表が

出る枚数を確率変数Xとして,xの確率

密度とXの分布関数を求めよ．

問2分布関数Fix)が右のグラフによ

って与えられるとき，

PCX≦2),P(1<X≦3

の値を求めよ．

P^3Xの確率密度関数'(鉛)が右のグ

ラフで与えられているとき，斜線をした

(1),(2)の部分の面積は何を意味するか．

2．1．42次元分布

1X,Yが離散的確率変数のとき：

X,Yのとりうる値をそれぞれ

z1,〃2,〃8，……,釘、；

とし，

図2-11

2/1,1/2,2/3,..…｡,〃”

PiX=XuY=y<)=Pu(=1,2,……,棚ノ=1,2,……,"）

とおき，力〃をx=Xi,y=リノにおける2次元確率密度という．このとき，
、純

p〃≧0,E2力〃=1
9=1j=1

が成り立つ．
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x=鋤における確率密度を力.,Y=y3における確率密度を9Jとすれば，
Pi=p:x=̂ )

=P{(X=̂,Y=iﾉ,)U(X＝"j，Y＝､ﾉt)U……V(X=XuY=iﾉ-)}

=2P(x=̂ ,y=̂ )
ゴー1

=*
j＝1

．．．Pi=Z/>
j＝1

同様に

*=z沙〃
f＝1

(2X,Yが連続的確率変数のとき：

確率変数X,Yの値の組を〃ツー平面上の座標と考え，座標点iX,Y)が任意

の領域Dに含まれる確率をP{(X,Y)ED｝と書くとき

P{(X,Y)6D}=ルte,y)dx血力(剛)≧0(2.1.1)
なる関係が常に成り立つ2変数関数力(釘,ｼ)が存在するならば，この少te,2/)を

X》Yの2次元確率密度関数という(図2-12参照)．

いま，領域Dを図2-13のようにとれば,(2.1

1)は

P{(X,Y)6D}

=pi一・<x≦Z,-oo<Y≦"）

＝〃ﾝ似加” （2.1.2）
･ﾉｰ｡｡ノー｡｡‐、～‐ 図2－12

と書けるから，今後，（2.1.2）をみたす負にならない関数か(鉛,U)を確率変勤

XうYの2次元確率密度関数と呼ぶことにする．

連続的確率変数X,Yの確率密度関数をそれぞれ八錘),giy),X,Yの2次元

確率密度関数をp(鉛,〃)とおけば，定義より

P(X≦麹)=工§ん)dx
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かつ

PCX≦鉛)=PiX≦",-oo<y<+oo

であるから，

〃麺)dx=11/>te,y)dxdy
この両辺を〃で微分して，

加)=必(鯵〃，
同様に

工鳶.少("“

図2-13

9(1ﾉ)＝

が成り立つ．

〔定理2.8〕連続的確率変数X,Yの2次元確率密度関数P(x,y)が存在し，

X=MU,V),Y=UU,V)

であるとき，連続的確率変数uVの2次元確率密度関数は

力(ハ(",汐),Uu,v))¥J¥

である．ただし

血
伽
即
而

伽
而
即
而
(;二麦鯛） iJはヤコビ行列式とよばれる）J= キ0

（証明)X=UU,V),Y=UU,V)

によってuv~平面上の領域EがXY-平面上の領域Dに写像されたとする．

このとき，

P{(αv)‘E}=P{(xy)‘D}=ル(州)伽’
二重積分の』性質により

Ⅲ”加吻=鵬(加沙1加診))¥J¥dudv
であるから，
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P{(αv)eE}=ル(肌"人加．))¥J¥dudv
したがって，確率変数u,vの2次元確率密度関数は

力(ハ(",汐),九(",汐))¥J¥.

§2．2確率変数の性質

2.2.1確率変数の独立性

X,Yが離散的確率変数で，それぞれ

〃11〃21……,Xm',2/1,2/2,……，y流

の値をとるとき

PiX=XuY=iﾉ,)=P(X=xd･PiY=yj)

=1,2,……,";.7=1,2,……,〃）

なる関係が常に成立するとき，確率変数XとYは互いに独立であるという．

X=xuY=iﾉjのときの確率密度をそれぞれ八.0/とし，またこのときの2

次元確率密度をカガとすると

PiX=Xt)=fuPiY=iﾉj)=gj,PiX=XuY=vj)=Pu

であるから,X,Yが互いに独立のときは，定義式より直ちに

少〃＝八・9i

を得る．

X,Yが連続的確率変数であるときは，任意の実数α,6,c.αに対し

Pa<X≦b,c<Y≦α}=Pia<X≦b)-Pic<Y≦α）

なる関係が常に成立するとき，確率変数XとYは互いに独立であるという．

X,Yの確率密度関数をそれぞれ（釘),giv),X,Yの2次元確率密度関数を

'("’2ﾉ)とおけば，定義より

P(a<X≦6)=ffix)dx,Pic<Y≦α)=Jg{y)dy

Pia<X≦b,c<Y≦の=胤・力(剛)伽，
であるから,X,Yが互いに独立のときは
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胤診(錫加勿=Pia<X≦b,c<Y≦かPia<X≦b)'Pic<Y≦の

＝工‘ん)dx-Jgiv)dy=fffix)gi加吻
．．、沙(",〃)＝沢鉛)9("）

定義より明らかなように，確率変数X,Yの独立性と，事象A,Bの独立性と

は同義である．

2.2.2確率変数の演算

確率変数XｳYに対して演算を導入する．演算の結果はまた，確率変数であ

る．

たとえば大小2つのサイコロを投げるとき，大きいサイコロの出る目をx.

小さいサイコロの出る目をYとおけば,X,Yはそれぞれ離散的確率変数で,

x+yは大小2つのサイコロの目の和を表す確率変数である．したがって,x

+Yのとりうる値は

2，3，4，5，6，7，8，9，10，11，12

一般にX,Yが離散的確率変数で，そのとりうる値がそれぞれ

α11α21……,a>m¥bi,bz.……,*.

のとき，確率変数x+yは

αi＋6J（j＝1,2,.．…｡,棚ノ=1,2,……,"）

なる値をとる離散的確率変数である．x+yをXとYの和という．同様に，

とりうる値が

α‘－6j，α‘×buat÷b,(=1,2,……,";i=i,2,-…,)

であるような離散的確率変数をそれぞれ，確率変数X,Yの差，積，商といい

x-y,xy,xiy

で表す．

また,xがα1,̂ 2,…･･･,α、の値をとる離散的確率変数であれば,aX+βは

αα,＋β，αα2＋β,……,ααm+iS

の値をとる離散的確率変数である．いま

Y=aX+B
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とおけば

PCY=ααi+S)=P(X=a,)(=1,2,-….',m)

である．

（例1）1つのサイコロを2回投げて，1の目の出る回数をX回とおけば,x

は0,1,2の値をとる離散的確率変数である．いまだ回目に1の目が出たときに

1，1以外の目が出たときに0の値をとる確率変数をXルとおくと，

x=x,+x.

と書ける．さらにx.とx.は独立であるから,xの分布はつぎのようになる．

P(X=0)=P(Xi=0,X,=0)=PiX,=0)PiX,=0)=(J-j=I
ptX=l)=PI(X,=1,X.=0)U(X,=0,X.=1)}

=P(Xi=l)P(X2=0)+P(Xi=0)P(Xs=l)=g

P(X=2)=P(Xl=1,X,=1)=P(X,=1)P(X,=1)=i

以上，離散的確率変数X,Yについて，和x+y.差X－X積xyｳ商XﾉY

およびαx+βを考えたが，同様のことが連続的確率変数X,Yについても定義

できる．

〔定理2.9〕確率変数X,Yの分布関数をそれぞれFix),G(y)とし，

y=aX+S(a>0)

なる関係があれば

Giv)=f(旦云且)(2.2.1)
特に,X,Yが連続的確率変数のときX,Yの確率密度関数を八"),g(y)とお

けば，

OKV)=告ﾉ(且舌且）
(証明)y≦〃ならばX≦ivーβ/αであるから

Giv)=PiY≦y)=Ph<≦芋M且言退）

(2.2.2）
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特に,X,Yが連続的確率変数であれば,(2.2.1)の両辺をyで微分して，

，(,)=÷了停孟今
（例2）連続的確率変数Xの確率密度関数八〃)が

〃)=志‘一参，'’
ならば,y=<rx+〃とおいたときYの確率密度関数giv)は，定理2.9により

”)=÷/(型子)=赤‘-…”
となる．

後で説明するが(§3.3)，確率密度関数が八")の式によって与えられるもの

をM0,D型の正規分布,g(y)の式によって与えられるものをM",**)型の正

規分布という．

〔定理2.10x,yの2次元確率密度関数が，少(",〃)で与えられるとき，

u=xﾉYの確率密度関数力(")は

少(")=〃…)¥v¥dv
である．

（証明)x/y=u,y=vとおけば

X=UV,Y=V

であるから

〃|蕊|訓;炉
ゆえに定理2.8により,u,vの2次元確率密度関数は

少("汐,汐)|汐｜

である．したがって,U=XIYの確率密度関数は

少(")=〃…恥'伽



第2章確率変数と分布関数35

問確率変数X,Yの2次元確率密度関数が沙(鉛,〃)によって与えられるとき,u=x

+Yの確率密度関数は,V=Yとして

′(灘)=庭ﾙー"｡")‘”
であることを導け．

2.2.3平均と分散

ある大学の学生について，学生の身長の集まりを考える．これは有限個の実

数の集まりで有限母集団という．この有限母集団の中から無作為に選び出した

1つの実数をXとすれば,xのとりうる値は離散的で，かつその個数は有限侭

である.xがその中の任意の 表2-1

1つの数である確率は，その

数に対する相対度数であるか

ら,xは離散的確率変数であ

X ユ 釦 d
■

●●●●●1 釦 ｡●●●●1 釦 九一1

■■■■■■■■■■■■■■

お犯
一

度数|"‘'＠,|……|“|……|α鰯-‘|α，
相対度数|'‘|少,|……|'‘｣……Pn-化蝿

る．

一般に有限母集団が上の度数分布表で与えられるとき,xのとりうる値は

〃1’鉛2ヲ……シ釦況

で

PiX=Xt)=Pt(=1,2,……,〃）

である．以上のように有限母集団に対して，1つの離散的確率変数を結びつけ

ることができる．

つぎに日本全体の大学生について，その身長の集まりを考える．これは非常

に多くの実数の集まりで無限母集団という．この中から任意に選び出した1つ

の実数をXとすれば,xのとりうる値は連続的と考えられ，かつ，任意の実数

α’6(α＜6)に対してPia<X≦b)が考えられるから,xは連続的確率変数である．

一般に無限母集団に対して，連続的確率変数か，離散的確率変数を結びつけ

ることができる．

離散的確率変数XがX＝",,z2,……,〃"をとり，かつ

PiX=Xi)=Pi=1,2,……,〃）

のとき,xの平均EiX)を
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E(X)=y¥勿砂‘
f＝ユ

と定義すれば，ある母集団に結びついた離散的確率変数Xの平均TOとその

母集団の平均とが一致していることは明らかであろう．

以上のことから，母集団の性質を調べるためには，それに結びついた確率変

数の性質を調べればよいことになる．この意味で今後，この確率変数Xを母集

団を定める確率変数という．

また，一般に

EifiX))=2八"紗)pi
‘＝1

を（X)の平均という．

つぎに確率変数Xが連続的なとき,xの確率密度関数を少(鉛)とすれば，確

率変数Xの平均EiX)を

EiX)=pxpixWx

によって定義する．この定義は離散的確率変数xの平均の自然な拡張になっ

ている．さらに

EifiX))=た加州”
と定義し,EifiX))を沢X)の平均という．

〔定理2.11〕確率変数X,Yに対し，

E(X+Y)=EiX)+EiY)

E(aX+B)=aEiX)+B

が成り立つ．

（証明)(1)X,Yが離散的確率変数のとき：

X.Yのとりうる値をそれぞれ

"1，〃2,……,%m'j2/1,2/2,……,〃”

とし

PiX=xd=fuPiY=yj)=gノ
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かつ

PiX=Xuy=2ﾉ)=Pi,(=l,2,……,";i=i,2,……>tt]

とおけば

、泥

E(X＋Y)＝ZZ("‘＋功)Aj
Z＝11＝1

m兜 、泥

＝zZatfu+ZEy沙〃
f＝1ノー1f＝1j＝1

m泥 泥加

=S#i2pti+22/iSAy
f＝1j＝1ゴー1f＝1

， 泥

=I>f/t+E2ﾉ〃ゴ(2.1.4節）
f＝1 ゴー1

=EiX)+EiY)

、 m 、m m m

EiaX+8)=S(α釘i+fl/i=EarJi+j8E/i
t＝1 f＝1 Z＝1

=aE(X)+8

X,Yが連続的確率変数のとき：(2)X,Yが連続的確率変数のとき：

X,Yの確率密度関数をそれぞれ八鉛),

9(")，2次元確率密度関数を力(〃,y)とおき，

EiX+Y)を離散的確率変数の場合の拡張

として極限の概念を用いれば

P(a:,-,<X≦"t,Vi-i<Y≦功）

＝沙(〃‘,功)(〃‘－z‘-,)(功一vJ-i)

＝力(鉛‘,"j)4鋤4"j

であるから，

＋◎◎＋◎◎

EiX+Y)=limEE(*i+y)tf*,."j)AxiAy
赫潮’=--ﾉー--

図2－14

=工鳶r<計y)p{x,y)dxdy

=工雪廻{必(州)α,}血十像{工雪地加}伽
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=庭"鰯如)ぬ+r~V9iv)<*ll(2.1.4節
=EiX)+EiY)

E(aX+&)=工鳥~iax+B)fix)dx

-r鋤刈伽十β上.ﾙ)ぬ
=a(X)+S

〔定理2.12〕確率変数X,Yが互いに独立ならば

EiXY)=EiX)．ELY)

である．

（証明）（記号は定理2.11の約束に従う）

(1)X,Yが離散的確率変数のとき：

X,Yは互いに独立であるから,2.2.2節より

〃＝八・gi

したがって

(XY)=ZEaWAy
j＝1j=1

=EE"肋灸gj
Z＝1j=1

=Etfi/iSv〃j
‘＝1j=1

=E(X)-EiY)

(2x,yが連続的確率変数のとき：

2.2.2節より少(鉛,")＝八"My)であるから

"”(鉛,")‘愈吻EiXY)=工鳶jTxyp{x,y

＝庭fxyf{x)g(

＝た"諺如)"工:。

xyf{x)g{y)cか伽

yg{y)d%
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=EiX)EiY)

確率変数Xの分散､oKX)を定義しよう.xの平均をEiX)=似とおくとき

州『鰯加鱒霊室｜
と定義する．ただし少‘,少(鉛)はそれぞれXの確率密度，確率密度関数である．

定義より

oKX)=E{iX-EiX)Y}iti=EiX))

=EiX*-2uX+ii2)

＝E(X2)－2"E(X)＋β2

＝E(X2)一{E(X)}2

．．.oHX)=EOF)-[EiX)}*

〔定理2.13〕確率変数X,Yが互いに独立ならぱ

oKX+Y)=oKX)+oKY)

である．

（証明)EiX)=〃懇

Y)=〃〃

(x+y)=似認十脚（定理2.11より）

したがって

aHX+Y)=E{iX+Y)*}-{EiX+Y)}*

=E(X*)+EiY*)+2EiXY)一("霧十""r

=EiX2)+EiY>-)+2EiX)EiY)-i似麺+̂r

（定理2.12より）

=(X2)+(Y')+2s""－(似霧十""r

={EiX')一〃}+{E(Y2)一",2}

=oKX)+o*iY)

〔定理2.14〕確率変数Xに対して

oKaX+B)=aV(X)



ィ0

が成り立つ．

（証明)oKaX+B)=E[iaX+M-{E(aX+B)}2

=J2(aX+2αβX+8i)-{aE(X)+8V

＝α='(X̂)+2αβ(X)+fl2

－α*lEiX)}*-2αβEiX)－β2

=amX)-{fl(X)}*3

＝αV(X)

（例1）5枚の貨幣を投げて表の出る枚数をXとするとき,xの平均と分散

を求めよ．

(解)p(jr=*)=A=,c(|)(I)=&($(*=M抑…､5

E(X)=婁恥=婁帆i'

＝(会)‘('×5+2×10+3X10+4×5+5×"-1-I

oKX)=E(X*)-lE(X)}*=婁恥-f

＝(告)鼠(1×5+4×10+9×10+16×5棚×1)-(芋)=筈-苧=釜=号
（例2）確率変数Xの確率密度関数力(")が

”'一|;隠妻”
で与えられているとき,xの平均，分散を求めよ．

E(x)=庭"(鰯)‘透-r"(芸)"=[筈l:=苦（解）

・蝋(X)=鱒州〃*y-か号〃*

＝[筈]:-(会)鰯=号
間’2つのサイコロを投げるとき，目の和，積を各々確率変数とするとき，その平

均，分散を求めよ．

問2確率変数Xの確率密度関数'(")が



'(麺)={‘；
のとき,E(X),<,HX)を求めよ．
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("≧0）

("＜0）

2.2.4チェビシェフの不等式と大数の法則

1．2節において，刀個の数値〃,,〃2,……,〃"の集まりに対してチェビシェフ

の不等式を説明したが，この拡張として確率変数Xについてのチェビシェフの

不等式を説明しよう．

〔定理2.15〕確率変数Xの平均をEm,分散をびHX)とすれば，つぎの不

等式

P{¥X-E(X)¥≦』ai剛>1で幸(ｽ>1
が成り立つ．

（証明）（1）確率変数Xが離散的なとき：

XがX=Xi,Xo,……,〃”をとり，

P(X=x,)=AかつEiX)=ft

とおけば

、

oKX)=Ete一似)や，
‘＝1

である．いま

｜鉛‘一似|＞えび(X)

なるような』を選び出し，これを*1,*2,……,*γとすれば

a¥X)≧tei.一似fpiMxi3－")や‘2＋･…"+iXu－似)やら

＞ｽ*o*iX)(pu+pi.+-…~+pt.)

晶八+p亀十……+A<士

すなわちPQX-ゆゎ(剛く幸であるから，

P{¥X-u¥≦わ(X)}=l-P{¥X-fi¥>MX)}>1-̂
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（2）確率変数が連続なとき：

Xの確率密度関数を力(鉛)とおけば

。亀iX)=工署(蕊-"(紬≧人…(諺一州錘)dx

>PoKXiJﾙ』"蚕,少(肺=〃〃i¥x-少1．X

PtIX-咋加(剛く余

&P{|x_,"|≦加(X)}>l-i

このチェビシェフの不等式においてスー3を代入すれば

P{|X-|≦3<t(X)}>-|

となり，特にこの不等式を3ぴの定理という，

（例1）ある機械から作られる製品の1日の不良率の平均は6％で，標準偏

差は2％であった．不良率が3％～9％の間にある確率を求めよ．

（解）不良率をx%とすれば

E(X)=6,a(X)=2

である.|X-6|≦3なる確率を求めればよいから，スぴX)=3とおき

３
－
２

’
－１

ゆえにチェビシェフの不等式から

Pi¥X-6¥≦3)=P{|X-61≦号｡(X)}>1-命-号
大数の法則をチェビシェフの不等式を用いて説明しよう．

いま，互いに独立な確率変数

Xi,Xo,……,Xn……

があって，

EiXd=n,aKXd≦た=l,2.……,〃,……）

とする．

x=坐全過
れも＝1

とおけば
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EiX)=E(芸か）
＝些全WXi)}i定理2.11
〃Z＝1

1

＝万・叩＝〃

XuXz,……,Xn,……が独立であるから

鯉
似
蜘
舞
膿
”

〆
１
－
が
１
－
が
１
｜
が

一
一
一
一
二
三
一

一
幻く

２
び

(定理2.14）

(定理2.13）

ゆえに,確率変数xについてチェビシェフの不等式を用いれば，

－－1

P{|X－似'≦ｽo(X)}>1一ァ

p{¥x-r¥≦伽潟>l-i
ここでｽ→。Oのとき1－(1/ｽ2)→1となる．他方スがどんなに大きな定数であ

っても，それに比べてれをもっと大きくとれば，いかほどでも

ル舞一‘
とすることができる‘したがって，どんなに小さな正数eをとっても，〃を大

きくしさえすれば，

P(X－"|≦)

を’に近づけることができる．これを大数の法則といい，経験的確率はこの性

質を支えとしている．

たとえば’1個のサイコロを〃回投げるとき,i回目に1の目が出れば,X

＝1，1以外の目が出ればXt=0である確率変数X,(=l,2,……,刀,……)をと



4J

れぱ

P(X=1)=!,P(X=0)=!(=1,2,……伽……）

であるから

(X)=÷oKX<)=(=1,2,……仏……）
である．ここで，

腿
．

”
ｚ
掴

『
上
一
刀

一
一

一
Ｘ

とおけば，確率変数Xは，サイコロを〃回投げたとき1の目の出る比率を表し

ているから，大数の法則により，〃を大きくすれば，ほぼ100％の確からしさ

で，1の目の出る比率を1/6に近づけることができる．

したがって，経験的確率は数学的確率を包含するとした2.1.2節の説明も，

十分に理解されよう．

（例2）1つのサイコロを900回投げたとき，1の目の出る回数は確率80％

で何回ぐらいと考えられるか．

（解）900回投げるとき,*回めに1の目が出るとき泌=1,1以外の目が出るとき

渦＝0である確率変数をXt(=1,2,3,……,900とすると

E側=÷K>-k

x=方妻x.とおけば

EiX)=La¥K)=認二面
であるから，チェビシェフの不等式により

nM≦ﾙ器>l-*
題意より1－余=0.8とおき,これを解いてﾙー何

J(|x-告|≦念)>0.8

すなわち4鳥≦x≦器)>0.8
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,w器×Ⅷ≦x×900≦器×Ⅷ)>0.8
．.．P(125≦900X≦175)>0.8

ゆえに80％以上の確率で125回～175回の間と考えられる(このような問題を推定の問
題といい，第5章でくわしく調べる)．

§2.3モーメント母関数

確率変数Xに対し"の平均Eie*)をβの関数と考えてMβ)と書き,x

のモーメント母関数という．このとき

M(0)=1,M'(0)=(X),M"(0)=(X̂

…･…･･…,M<">(0)=EiX")

なる関係が成り立つ．これを証明しよう．

Xが離散的確率変数で,X=Xi,X2,……,釘、をとり

P{X=xd=Pi(i=l,2.……,"）

とすると，

m

MO)=Eft=i
f＝1

"Mil*"'*...=(≦“'雪や‘),=Extft=EiX)

〃'(0)=鯵≦鋤‘)‘雲｡=偉"‘‘や‘)’｡=婁霊"i=EiX*)

M"(0)=(溌鋤卿)tf=o(≦"̂yd=o≦錨"=EiX*
Xが連続的確率変数のとき，沙(〃)をXの確率密度関数とすると

M(0)=rpix)dx=』

=̂(ify*̂)={仁xêp{x)α鋤)…

=fxpixidx=EiX)
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M"(0)=綜工y*pix)執o(仁"やix)dxj

=Jatpiridx=EiX*)

WHO)=陽に州加)…-:〃や(x)dx)
=rx"pix)dx=EiX")

M<">(0)をXの原点のまわりの犯次のモーメントという．

Xの平均EiX),分散oHX)はモーメント母関数から求めることができる．上

記の性質を利用して

EiX)=M'iO)

oHX)=EiX*)-(EiX)}*=At''(0)-{MW

が成り立つ．

いま定義したモーメント母関数の性質は，今後確率変数Xの分布を調べると

きに重要な役割をはたす．

モーメント母関数の基本的な性質について調べよう．

〔定理2.16〕確率変数の分布関数は，そのモーメント母関数から唯一通りに

定められる．

〔定理2.17〕確率変数Xt,Xo,……,x..……,xの分布関数およびモーメン

ト母関数をそれぞれ

F,ix).FJx),……,FJx),……,及鉛）

M,i8),Mm,-．…;MJfi),……Mi8)

とおくときlimM,0)=M(0)とすれば,Mid)により定まる分布関数R")は
‘→。◎

limFAx)=及鉛）
f→。◎

によって与えられる．

定理2.16,定理2.17の証明は本書の程度を超えるので省略する．
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〔定理2.18〕2つの確率変数x,yが互いに独立のとき,x,y,x+yのモー

メント母関数をそれぞれM影id),MM,Mid)とすれば

Mid)=MM'MyiO)

が成り立つ．

（証明)(1)X,Yが離散的確率変数のとき：

X=Xi,xz.……,〃"‘，P(X＝鉛‘)＝災

Y=vi,iﾉ2,……,2ﾉ-PiY=tﾉj)=gj

とし,x,yの2次元確率密度をカガとすれば,X,Yが互いに独立であること

から

力〃=fi-gj

したがって

、”

M6)＝E(e'(x+r))＝ZZe'(露‘+”少〃
f＝1j＝1

77Z孔 、 伽

=2E"*'*"j'/(<7,=Ê '/i-<̂
j＝1j＝1f＝1ノー1

=MMMJO)

(2)x,yが連続的確率変数のとき：

X,Yの確率密度関数をそれぞれ沢勿),9iy)とすれば,x,yの2次元確率密

度関数力te,y)は,x,yが互いに独立であることから，

少te,y)=沢勿)-aiv)

したがって

㈹

Mid)=E(e…')=〃:‘…'か(剛)伽，

7-X寺､<-n>…'刈伽)伽，

＝ｴﾝ蜜如吋:‘",("，
ノイtW--=MM'M,iO)

〔定理2.19)X,aX+βのモーメント母関数をそれぞれM患id).Mid)とおけ



J8

Mi0)=ei"MJa9)

（証明)(1)xが離散的確率変数のとき：

X=Xi,Xz,~…｡,毎m，P(X＝"‘)＝P‘（j＝1,2,……,m)

とすれば

Mβ)＝Ze'(“‘+βや,="E<αの鰯‘･少*=tPMJLαβ）
Z＝1 4＝1

(2)Xが連続的確率変数のとき：

Xの確率密度関数を力(鉛)とすれば

M(d)=fv…州伽=eCe*pix)dx=eMJia0)

問13枚の貨幣を投げて，表の出る枚数をX枚とするとき,xのモーメント母関数

を求めよ．またその結果を用いて平均，分散を求めよ．

問2連続的確率変数Xの確率密度関数’(錘)が

′(麹)={:．-"医:｝（">0）
で与えられるとき，モーメント母関数を求めよ．また，これを用いて確率変数Xの平

均，分散を求めよ．
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第3章基本分布関数

確率変数はその確率密度関数の型によって種々の名前が付されて分類されて

いる．

この章では，最も基本となる二項分布，ポアッソン分布，正規分布を取りあ

げ，これらの分布に従う確率変数についてその性質を調べ，具体例を取りあげ

る．

最後に取り扱う中心極限定理は，統計学において最も重要な基本定理であり，

この定理によって，正規分布が重要な意味をもつことを知るであろう．

§3.1二項分布

1つのサイコロを〃回投げて，1の目の出る回数をX回とおけば

P(x=礎)=鋼c癒(昔)W~‘
である．一般に離散的確率変数Xがあって,xのとりうる値がX=0,l,2,

.･…．,〃で

PiX=k)=,c妙偽(1－少)-*(*=0,1,2,……,)(3.1.1

が成り立つとき，確率変数Xは二項分布に従うという．1－カー9とおけば，

(3.1.1)は

P(X＝た)＝”C妙ﾙ-*(*=0,1,2,.…．．,〃）（3.1.2）

となる．二項定理によれば

（沙＋9)"＝Z"c妙偽..-*
ルー0

である．二項分布の名称はこれに由来する．

二項分布のモーメント母関数を求めると，

M(0)=(e"O='*nCゆた9"-*=E.c*(*)V-*
だ＝O A＝O

＝(力e'＋9)”
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Xの平均，分散を求めるためにMγ(0),Mγ'mを計算すると

Mγ(6)＝”e'(pe'＋9)"－1

Mｿ'Id)=npe¥pe+qy-'+n("－1WW+f)"-*

ゆえに

M'iO)=npip+q)*-*=np

M''(0)＝”(p＋9)認－1＋"("－1)'2(力＋9)"-2＝”＋〃("－!)/>*

これらよりXの平均EiX),分散｡HX)が求まる．

EiX)=M'iO)=np

oHX)=M''iO)-{M'iO)}>=np+ni"－1沙2－"や=npil－力)=npq

また，後で，

伽 ん

PCX≧だ)=EnC電力錘<r錫およびPiX≦た)＝Z泥C廼戸錘9弼一錘
毎＝た 毎＝0

の値を知る必要が生じる．この計算結果を定理として与えておこう．後で示す

ように，この定理は二項分布とp-分布の関係を与える．

〔定理3.1〕確率変数Xが二項分布に従うとき，すなわち

PiX=k)=JCゆんn-k

のとき，

剛≧礎>=ik-iv.i-k),L̂-tr->dt
(証明）部分積分の公式をくり返して用いて

〃-‘(1－')寵-‘"=筈(1－〃惚十￥〃1－‘)…〃

＝÷が(1－〃膿+万結少"(1－〃‘－1

＋(競号南')が樫(1－少)…
＋……

＋差差縄三芸尚r‘蝿一蹴
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偽篇)少"(1－〃‘-1+(毒齢号挙*+*(l-*)"-*-*

＋……+編}竺去拾三i圭が
両辺に (A-l)!(*i-A)!をかけて

(偽-,)受"_剛〃‘(1－"偽〃

凧差取少#(1－〃鵬十(陶十,)!鎧-D!ｱ峠'(1-〃蝉-‘

＋(贈+2)!緒-2)!力紳興('~少)…+……+蒜が
したがって

(*-l)!(n-A)!X̂"'̂"城=異〃雲(1-〃霊=PiX≧礎）
二項分布の重要な性質として，

（1）、二項分布で力が非常に小さく，刀が非常に大きくて”がある定まった

値と考えられるとき，近似的にポアッソン分布に従う．

（2）二項分布でれが大きいとき，近似的に

平均＝”分散＝”9

の正規分布に従う．

がある.(1)についてはつぎの3.2のポアッソン分布で,(2については§3.5

の中心極限定理の中で説明される‘

（例1）100桁の乱数を発生させたとき，数字0があらわれる回数をXとす

るとき,xの平均と分散を求めよ．またXのモーメント母関数を求めよ．

（解）二項分布において

”='00,'=壷,'=是
であるから

E(X)=np=10,o*{X)=npq=9

w)=(̂+9)-=(̂+̂)
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§3.2ポアツソン分布

離散的確率変数Xのとりうる値がX=0,l,2,……,〃,……で

P(X=k)=j-e-'"(m>0)

のとき,xはポアッソン分布に従うという．このとき，確率密度の性質から

P(X≧<=Tr'~=i

でなければならないが，実際に

謡‘-噸=‘-羅量型CI*!
=*-.*(テイラー定理による）

＝1

である．

ポアッソン分布のモーメント母関数Mid),平均EiX),分散びHX)を求めよ

う．

W9)=EV*)=J:*>>2j-e癖=e咽一
・･（e'")た

ルー0だ！

＝e－moeme0＝e、(e8－1）

．．．M'(0)=-<*-･me

M''(8)=̂of-o･(”e‘)2＋em(‘'－1)･加e'＝"e'．e､(e'－1)("e'十1）

.-.M'iO)=m,M'(0)=mim+1)

．.．EiX)=M'(0)=m

cKX)=M'(0)-{Mm2=mim+1)一加2=m

.C*(l－沙)-偽において,np=mとおいて"を固定し，〃を限りなく大き

くすると

'm〃偽(1－〃‘=煙調cm-T泥→。。

＝煙"("－1)("二言{…("-州)(筈)偽('一等)鰯~‘

-撫筈('-会)(1－号)…(1－￥)('一等)鯛('-筈)-‘
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ここで，刀→“のとき

('一会)(1－号)…('一等)一1，('一等)'一』

屑岩玩ｧ)《~蝿'"}"→‘-”('一等)鍵={('＋

(なぜなら迩一±・°のとき('+差)蕊→‘）
したがって

煙〃農(1－〃蝿=筈‘-”
ゆえに刀が大きく，少が小さく，”がある定まった値と考えられるとき，二

項分布は

"＝"Z

表3-1

7W*
－eー77z
ル！

(771=3

0．0498

0．1494

0．2240

0．2240

0．1680

0．1008

0．0504

0．0016

0.㈹81

0．N27

0.㈹08

0．0002

0．0001

■■■■■■■■■■■

た

ｌ
０
ｌ
１
－
２
ｌ
３
ｌ
４
ｌ
５
ｌ
６
ｌ
７
ｌ
８
ｌ
９
ｌ
ｍ
－
ｕ
ｌ
岨
一

冗CA〆(1－沙)泌一

01=20,*=0.1)

〃
｜
剛
e－m

(111=2)

た
冗CkPK1－少）冗一』

(n=30,p=0.1)

0.1216 0.1353 〔 0.0424

0.2702 0.2707 0.1413

0.2802 0.2707
■
型
伊
■ 0.2277

0.1901 0.1804
向
貝
口 0.2361

0.0898 0.0902 4
． 0.1771

0.0319 0.0361
Ｆ
Ｌ
Ｌ 0.1023

0.0089 0.0120
Ｐ
，
餌
画 0.0474

0.0020 0.0034
Ｆ
ｊ
Ｏ 0.01帥

0.㈹04 0.㈹09 〔 0.帥58

0.0001 0.0002 0.0016

0.oooc 0.0000 1（ 0.帥04

1： 0.0001

11 0.0000
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とおいたときのポアッソン分布に近似していることがわかる．二項分布がポア

ッソン分布で近似される様子は表3-1でも理解できるであろう．

（例1）ある本が10ページにつき1字の割合で誤植があるとき,20ページ

からなる章でX字(X=0,l,2,3,4,5)の誤植のある確率を求めよ．

（解）1ページはα字詰めとすると，10ページにつき1字の割合で誤植があるという

ことは，10α字につき1字の割合で誤植があることである．すなわち1字活字をひろっ

て，それが誤植である確率は1/10αである，ゆえに20ページでX字誤植する確率は

(̂w)'(1-ifc)…=f̂,(77=20*,,=古"-
である．したがって，その値はポアッソン分布表より下の表が得られる．

｜
Ｘ
卿

5

0．0361

（例2）3個のサイコロを216回投げて，3個とも1の目が出る回数をXと

するとき

X=0,1,2,3,4,5

のときの確率をそれぞれ求めよ．

（解）3個のサイコロを1回投げて，3個とも1の目の出る確率は

(昔)‘=志
であるから，216回投げて3個とも1の目の出る回数がX回である確率は

^̂isŶ-is)…"*"
である．したがって，ポアッソン分布表より下の表が得られる．
｜
Ｘ
｜
卿
一

7

0．0001

問1確率変数Xがポアッソン分布に従うとき，平均EiX),分散oHX)を定義式より
直接求めよ．

問2不良率0.2％の部品の山から，任意に100個取り出したとき，その中に不良品
が混じる確率を求めよ．

C 1
『
ｊ
Ｐ
■ 3 4

句

0.135｛ 0.2707 0.2707 0.1804 0.0902

（ ．

。 3 と 5 （

0.3679 0.3679 0.1839 0.061； 0.0153 0.003］ 0.0005
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§3.3正規分布

連続的確率変数Xの確率密度関数力(お)が

力(勤)=虎‘-幅-"""， （3.3.1）

峰
で与えられるとき,xは

M似,o2)型の正規分布に

従うという．少(釘)のグラ

フは直線鉛＝似に関して

対称で，図3-1のような

形となる．この曲線を正

規分布曲線という．

統計学において重要な統計学において重要な 図3－1

役割をもつ正規分布の'性質について調べよう．

まず，力(")が確率密度関数であるための必要十分条件を吟味する．

〃麺)伽=工:志5‘-"-"""物

＝志工:〆'枕（竺言t=tとおく）

＝念価=Ⅲ
したがって，（3.3.1)で与えられる力(")は確率密度関数であってよい

特に〃=0,(7=1のときの正規分布MO,1)を標準正規分布といい，このとき

”=志‘-雲蝿
である．

XがMO,l)型に従う確率変数であるとし，

Y=oX+a

とおけばYはM似,o2)型の正規分布に従う．なぜなら，確率変数x,yの確率

密度関数をそれぞれ少i(x),pz(y)とすれば，定理2.10より
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卿)=÷*(且ヂ=̂"""̂{̂=w'-雲"7
となるからである．逆にYがM似,ぴ2)型の正規分布に従う確率変数である!と

き

x=エニど
ぴ

とおけばXはmu型の正規分布に従う．

Xがmi)型の正規分布に従うとき,xのモーメント母関数M海(β)は

MM=Eie>x)=Cy鍵念*--'物

＝志に‘…"物=志‘'"工員‘-…”

＝志‘’，'鰯工:〆'枕(麹一'一‘とおく）
=0V2

である．ここでy=ffX+〃とおけば,yはM",び2)型の正規分布に従うから，

Yのモーメント母関数Mβ)は，定理2.19より

MO)=e-'MJびβ)=*．e°2'2/2＝eI‘'+(･2'2)/2

となる．したがって

M'iO)=ip+oHD*****""*,M'iO)={ff*+(+ffW}e'+w'

これらより，平均Em,分散αHY)を求めると，

EiY)=M(0)=a

び2(Y)＝M''(0)一{M'(0)}2＝(｡2＋似2)一〆＝o2

これらの結果は重要である．

m.D型の正規分布の分布関数はよくの(")で表す．

の(")=工:志‘-蕊''物
の錘の種々の正の値に対する計算値が巻末に表として与えてある．これを正規

分布表という．m,i)型の確率変数の確率密度関数のグラフは〃=0に関して

対称であるから，〃の負の値に対する分布関数の値は



第3章基本分布関数57

の(")＝1－の(一釦）

として求められる，

M0,D型の確率変数xとM",0*)型の確率変数Yの分布関数をそれぞれ

のix),Fi2ﾉ)とすると,y=ax+似であるから定理2．9より

助)=の(且ヂ）
これよりいかなる型の正規分布であっても，その分布関数の値を正規分布表か

ら求めることができる．

（例1）確率変数XがM23,42)型のとき，それぞれ次の確率を求めよ．

(1)x≦30,(2)X>22,(3)|X-231<3

（解m.1)とM23,4)の分布関数をそれぞれのix),F(x)とする．

(1)PiX≦30)=F(30)=｡(§q可塑)=0(1.75)=0.9599

7̂P(X>22)=1-P(X≦22)=1-FC22)
＝'－．(聖崇)=1_0(-O.25)
＝1－{1－の(0.25)｝＝の(0.25)＝0.5987

(3)P(|X-23|<3)=P(20<X<26)=F(26)-F(20)

＝の(0.75)－の(-0.75）

＝2{の(0.75)－の(0)｝

im,i)の確率密度関数は鉛=0に関して対称）

＝2(0.7734-0.5)＝0.5468

〔定理3.2〕2つの確率変数x,yが互いに独立でXがM̂ ,*/)型,yが

Nifi2,̂ )型に従うとき,x+yはNitti+th,ai*+ot*)型に従う．この性質を

正規分布の再生性という．

（証明)x,yのモーメント母関数をそれぞれMA6),Mmとすれば

MXO)=en******/2

MzCO)=en'*"*""*

であり,x,yが独立であることから定理2.18により,x+yのモーメント母

関数MiO)は
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MiO)=MdO)-MlO)=<+>+[《ぬz+び22)'2]/2

である．これは確率変数x+yが正規分布Nitti+lit,Oi2+o22)型であることを

示している．

定理3.2を一般化して定理3.3を得る．

〔定理3.3〕刀個の確率変数̂ 1,-̂ 2,jXnが互いに独立で,XiがNiau

ぴ‘2)型(=1,2,-…．,〃)に従うならば，

x=x+x,+……＋Xｳ‘

は噌噌｡‘･)型に従う
（証明）定理3.2をくり返し使うことにより証明される．

〔定理3.4)n個の確率変数X,,脇,･･･…,Xhが互いに独立で，すべてM似，

び2)型に従うならば

X=i(Xi+X,+……+x伽）

はⅣ(仏書)型に従う
(証明)剛='〃…")がNip,*)型に従うから,会XiはKfS型
に従う．したがって，定理3.3により

X=-(Xi+X2+……+xJ=会x‘+妾x吻十……+**

はⅣし等)型に従う
（例2）確率変数x,yが独立で，それぞれNitti,oi*)型,Nito,a*)型に従

うならば,ax+syはNiafi,+β似i,aW+PW)型に従う．

（解)xがM仇.ffl2)型に従うから，αXはMα伽,αV)型に従う．同様にβYは

N(M.i3W)型に従う．したがって，定理3.2よりαX+BYはNCafn+β似2,aW+

β2ぴ22)型に従う．

（例3）ある学年の男子生徒の身長をXcm,女子生徒の身長をycmとし，

x,yがそれぞれM138.6,5.6")型,M135.4,5.22)型に従うとすると，男女の

身長の差X－Yが5cm以内である確率を求めよ．

（解）例2においてα＝1,β＝-1,脚＝138.6,牌2＝135.4,ぴ,2＝5.62,ぴ22＝5.22とお
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けばX－YはJV(3.2,7.6*)型に従う．ゆえに

P(-5<x-r<5)=p(x-y<5)-p(x-y<-5)

＝．(等)-．(二需竺)=‘(咽)-｡(-Ⅷ）
＝の(0.24)＋の(1.08)－1＝0.4548

問1ある大学の入学試験の点数は平均300点，標準偏差50点の正規分布に従う．
（1）450点以上の受験生の割合，（2）200点以下の受験生の割合
をそれぞれ求めよ．

問2ある学校で身体検査を行った．体重は平均57kg,標準偏差4kgの正規分布を
していると仮定して，体重65kg以上の学生は何％いると考えてよいか．また平均と
1kg以上相違しない学生は何％いると考えてよいか．

§3.4母集団と標本

観測・調査・実験などの対象から得られるすべての測定値(データ)の集まり

を母集団という．全体のデータの数をⅣとするときⅣキooならば，その母集

団を有限母集団といい,〃をその母集団の大きさという.M=ooと考えられる

とき，その母集団を無限母集団という．母集団の平均，分散をそれぞれ母平均，
母分散という．

母集団から任意に’つの要素をとり出すとき，その’つの要素を標本という．
無作為(ランダム)に標本を得ることを無作為抽出という．

いま母集団が与えられたとき，その母集団を定める確率変数をxとし，その

母集団から刀個の標本を無作為抽出することを考える．個々 の標本を定める確
率変数をXtii=l,2,……,刀)とすると，刀個の確率変数の組

CXi,X2,……,Xｳa）

が得られ，個々 の標本の分布は母集団の分布と同様の法則に従うであろう．

無作為抽出された刀個の標本を得る目的は，これらを用いて，母平均や母分

散などの母集団の特性値の推定を行うことにある．このためには統計量と呼ば

れる確率変数の分布を調べておくと便利である．たとえばx,s*,sを

x=÷iXi+X汁…+期
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s2=-ii(Xi-xr+iXt-xr+……+iXn-m

s=vs*

で定義し，それぞれ標本平均，標本分散，標本標準偏差と呼び，これらを統計

量と総称する．

いま刀個の標本を実際に得て，これを

（鉛,,〃2,……,錘弧）

とすれば，すなわちX=^(=1,2,……,〃)とすれば，勢‘を脇の実現値とい

う．

”=会(鯵‘+"2+……+鯵卿）

‘2=古{(麺‘-覇)圏十(鋤-霧)‘+……+("卿-毎)2｝
とおけば,毎はXの実現値であり,*はs*の実現値である，なお刀個の標本の

組

(Xi,Xo,……,X‘）

を，簡単に，大きさ肥の標本と呼んでいる．

統計量の分布を順を追って調べてみよう．

母集団を定める確率変数XがM",o2)型に従うとき，その母集団をM似,ぴ2）

型の正規母集団という．

〔定理3.5〕正規母集団M似,び2)からの,大きさ〃の標本の標本平均又の分

布は"仏誓)型に従う
（証明）この母集団からの大きさ〃の標本を

(Xi,X2,……,Xh）

とすれば,X(=1,2,……,")もまたM似,**型に従う．

ゆえに定理3.4より

x=÷ix,+x汁……+x耐）

はⅣ(",芸)型に従う
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なお次節で母集団が正規母集団でなくとも，宛が大きければxは近似的に正
規分布に従うことが示される(中心極限定理)．

（例）20歳の日本人男子の身長は戦前は，平均160cm,標準偏差6cmの正

規分布に従っていた．この中から抽出した100人の平均が母平均と0．5cm以
上相違する確率を求めよ．

（解）100人の平均Xの分布は

Ⅳ(肌箭)=Ⅳ(肌(是)2）
であるから，求める確率は

P(|X-160|>0.5)=2P(X>160.5)=2{1-P(Z<160.5)}

＝2{'－．(型缶型J]=2{1-0(0.833)}
＝2(1-0.7967)＝0.4066

〔定理3.6〕母平均〃，母分散o2の大きさNの母集団からの大きさ〃の標

本の標本平均Xの平均EiX)および分散｡HX)は

EiX)=u,oHX)=Ⅳ－宛o2E(X)＝似，o2(X)＝フ▽二了万
である．

(証明)EiX)=e(̂ 箸̂…+XA

=j-{EiX,)+EiX,)+…+E(剛

＝万・叩＝似

oHX)=E{iX-tif}=EV̂̂汁参十照-""｝

=̂EhXi-rf+i叶陛)+…+(X；‘_鯉)}ﾖ
ノ今≦一．〆

=*{<好"+E(叶似XX,一郎w1
‘簿

＝圭陰{(X,-)*}+{(昨似)iXj-fi)}f,j＝1
fキゴ
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ここで

冗

{(X,一")}=fW
Z＝1

純

SE{iXi-似(X〉一")｝
f,j＝1
fキj

＝〃("－DEUXルー似xx,－")}たキD
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幻したがってoHX)=̂

〔定理3.7〕無限母多

分散oHX)は

無限母集団からの大きさ〃の標本の標本平均Xの平均EiX),

EiX)=(i,̂(X)=̂

(証明）定理3.6でⅣ→COにすればよい．いま，統計量ぴを

ぴ=-i-{(X,-X)'+(X,-X)'+……+(x耐_剛

乃遥く
れ
ｚ
御

『
１
－
〃

一
一
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＝企ﾆﾕs*
刀

と定義し,Emを求めてみよう．

E(X,-x)2=E{<x,-解MX－")*
‘＝1 ‘＝1

={(X,-"f-2i又一")(X-)+(X一")}
f＝1

=E(X,－〃－2(X-"MX-")+niX－〃
f＝1

=(脇一"y－"(ズー")*
Z＝1

EOF)=E{iX<-xAより

-*去婁(肝"-iX-fP

＝些全EKXi_似)2}-Eiix-ay}
〃Z＝1

＝ぴ2－｡HX)

もし考えている母集団が無限母集団であるならば，定理3.7より

‘‘(殉=筈
であるから

EXU*)=芋｡’
を得る．したがって

L̂zr̂)=WW="*
が成り立つ．これより母分散を推定する統計量として標本分散を

s塾=r=T{(x,-x)+(X,-x)*+……+“-xm

と定義した理由がわかるであろう．

63

問1ある学年の実力テストの結果が，平均点72点，標準偏差16点の正規分布をし
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ていることを知って，任意油出した36人の生徒の平均点が80点以上である確率および

70点以下である確率を求めよ．

問2母集団から任意抽出した標本

4．5，4．4，3．8，3．7，4．0，4．7，4．4，4.6，5．0，4．7kg)

から，標本平均と標本分散を求めよ．

§3.5中心極限定理

前節でM",び2)型の母集団からの大きさ〃の標本平均Xは，正規分布

M似,ぴγ〃)型に従うことが示された．この節では，母集団の分布がどうであろ

うと，〃が大きいときは,xは近似的にM",*Vn)型に従うことを示す．

〔定理3.8〕（中心極限定理）母平均〃，母分散ぴ2の任意の無限母集団から

大きさ〃の標本をとるとき，その標本平均Xは〃が大きいとき，近似的に正規

分布Ⅳ(",ぴγ")に従う．

（証明)x=些堂Xiとするとき,xがNiacin)に近似することを示すた
れ‘＝’

めには，

"̂(t/V̂T
で与えられる確率変数Yが，〃が大きいとき,m.Dに近似することを示せ

ばよい．

聖堂渦-似
れ‘＝1

=六隻（
鵡

Y=
olJ~n

であるから

y,=*i=iL(i=i,2.……,n)

とおき，確率変数Yiのモーメント母関数をMmとすると(すべてのjに共

通）

方玖
のモーメント母関数はMiiO/Vn)である(定理2.19).したがって
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y=童方Yi
のモーメント母関数をMβ）とすると

*W=hVT)}"<定理川）
となる．一方Mmをテーラー展開すると

Mm=Mi(O)+M/(O)0+-|Mi"〃O<C<0)
また

Mi(0)=l,M.'iO)=EiYt)=0

であるから

AHA)={l+|-M/'(of}"(0<C<▽告）

＝[{'+2"ﾉ壷"に"}"'…’，]"""'’，'’
"→｡｡のとき，と→0,M,''(と)→M''iO)=oHYt)+[Mi'iO)}*=lであるから

limM(0)=lim(l+ĝ/法"iOO'i'…02-|JIfi"(…=‘鯉〃
^V2はMO,1)型の確率変数のモーメント母関数であるから，定理2.16,定理

2.17によりYは，刀が大きいとき,M0,i)型の正規分布に近似する．

図3-2が示すような分布から，大きさ5の標本を100組無作為抽出して標本

平均のヒストグラムを作成したら図3-3が得られた．

標本抽出数を〃＝5としたが，〃を大きくすれば図3-3のヒストグラムの形

は正規分布に近づく（"＞30ならば，正規分布と考えてほとんど間違いはない)．

．■■
－2－101234

図3-2

川
－2－101234

図3-3
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（例1）ある年の20歳の男子の体重平均は60kg,標準偏差は5．4kgであっ

たとする．この中から49人を任意抽出して，その49人の体重平均が62kg&t

上である確率を求めよ．

（解）49人の体重平均Xは中心極限定理によってⅣ(60,(5.4/7)2)に近似するから

P(X>62)=1-PCX≦62)=l-0̂-̂¥=1-0(2.59)=0.0048
問1ある年の満20歳の男の子の身長の平均値が159.72cm,標準偏差が5.94cmで

あった．いま任意に抽出した64人の男の子の身長を測定するとき，つぎの確率を求め

よ．

（1）64人の平均身長が162.00cm以上である確率

（2）64人の平均身長の母平均159.72cmからのずれが1.00cm以上である確率を求

めよ．

〔定理3.9〕（ラプラスの定理）二項分布において，刀が大きければNinp,

”9)型の正規分布とみなせるiP+9=l).

（証明）1と0からなる無限母集団を考え，その中に含まれる1，0の割合を

それぞれ少,9(少＋9＝1)とする．このとき，母平均似,母分散び2は

似＝1×力＋0×9＝少

o2＝(1－少)や＋(0－少)29＝伽

である．この母集団からの大きさ〃の標本の標本平均

ア=>H-Y汁……+剛
は，中心極限定理により，〃が大きいときはNip,〃")に近似する．いま確率

変数Xを

X=Y,+Yi+……＋Z‘

とすると.xは宛個の標本中の1の個数を与える確率変数であるから，

P(X＝た)＝"C"たn-k

である．したがって,xは二項分布に従う．一方，

X=7ZX

であるから，二項分布に従う確率変数xは，〃が大きいときN{np,npq)に近
似している．
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図3-4はカー0.1とし,n=10,20,50,100の場合の二項分布のグラフである．

〃が大きくなるに従い正規分布のグラフに近づいていることがわかる。

0．4

毎
ｎ
ｖ

Ｐ
Ｉ

1

1

３
２
１
０

0．

■

ｌ
ｉ
、 1510 2（（

－3

図3-4

（例2）1600枚の貨幣を投げて，表の向く枚数をX枚とするとき

X≦750,X≦800,X≦850

の場合の確率をそれぞれ求めよ．

（解)xはラプラスの定理によりN(np,npq)型の正規分布に近似し

”=Ⅲ×告=800,

咽=1600×芸×苦=201
であるから

P(X≦剛)=｡(型元型¥=0(-2.5)=1-0(2.5)=0.0062

P(X≦800)=&(迦元型¥=0(0)=0.5000

P(X≦棚)=．(型元型)=0(2.5)=0.9938
〔注〕離散分布を連続分布に近似させているのであるから，より正確な1〔注〕離散分布を連続分布に近似させているのであるから，より正確な値を求めるた

めにはP(X≦750)の代わりにPCX≦750.5)とするほうがよい．

（例3）ある国で，ある政策を支持する国民が60％いるとき，任意に選んだ

人のうち半数以上がこの政策に反対する確率を求めよ．

ベ
＝1（

八＝2（
’

s.*＝100

一一
、､‐ 一一
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（解）政策を支持する者が60％であるから，40％が反対と考えよう．100人のうち
反対する人数をX人とすれば

*<*--oOT**
となり,xは二項分布に従う．

”='00,,=岳,,=品
とおけば，

”＝40,”9＝24＝(4.9)2

であるからXはⅣ(40,24)型のⅡ親分布に近似する．

P(X>50)=1-P(X≦50)=l-0(雲ヂ）
＝1－の(2.04)＝1-0.979＝0.021

問2サイコロを360回投げて，1の目が

（1）70回以上（2）60回以上（3）40回以下
表れる確率をそれぞれ求めよ．

間3不良率1％の製品を1000個入りのケースに入れたとき，そのケースの中に不良
品が入っていない確率と15個以下である確率を求めよ．

〔定理3.10〕大きさがⅣで，母平均〃，母分散ぴ2の任意の有限母集団から

大きさ"の標本をとるとき,その標本平均xは"が大きければ,Ⅳ(崎
浩)型の正規分布に近似する(ただし認≧50とする）
〔定理3.11〕Ⅳ個の中に性質Eをもつものの割合が少のとき，この中から

?z個を抽出し，その中に性質Eをもつ個数をX個とすると，〃が大きければ

Xは,Ⅳ("",裾)型の正規分布に近似する(ただし菰≧50とする）
定理3.10は中心極限定理の，定理3.11はラプラスの定理のそれぞれ特別な
場合である．

問4定理3.11において，性質Eをもつものに1，性質Eをもたないものに0を結び
つけ，定理3.10を用いて定理3.11を証明せよ．

（例4）ある学年の200人に対し一斉テストを行って平均78点，標準偏差

16点を得た．この200人から任意抽出した50人の平均点が80点以上である確
率を求めよ．
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（解）定理3.10より

〃=78,害･浩=筈･諾二手=3.86
であるから，求める確率は

Ⅱ-‘(等蓋)=1－"")='-0肌'=川，
（例5)1000個の製品の中に不良品が1%入っている．この中から200個抽

出して不良品が1個以下である確率を求めよ．

（解）定蔚理3.11において

=0.01,9=0.99,iV=1000,w=200

”=2,W受三子=1.584=(1.26)2
であるから，求める確率は

(̂t-J)%0(-0.79)=1-0(0.79)=1-0.7852=0.2148
〔注〕例2の注意と同様，この問題も離散分布を連続分布で近似させているのである

から"(鵠)を用いるよりも,｡(¥元2)を用いた方がよい
問5ある学校の1000人の学生の体重平均は58kg,標準偏差6kgであった．この

中から100人を抽出して，体重平均が60kg以上である確率を求めよ．

問61000人の中に，ある政策に賛成するものが帥％いるとする．この中から抽出

した100人の中で賛成が半数以下である確率を求めよ．
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第4章その他の分布関数

§4.1ガンマ関数とベータ関数

この章でx2-分布，オー分布,F-分布を取り扱うが，その際にガンマ関数，ベ

ータ関数を用いる．この節においてはこれらの関数について説明しよう．

Fit)=Jx'->e-*dxit>0) （4.1.1）

で定義されるtの関数Fit)をガンマ関数という．これより

1X1)=Je-'dx=』

r(t+l)=rx'êdx=i-e-*x̂+tfx'-'êdx=tfit)

したがって

r(1)=i,nt+i)=trit) （4.1.2）

が成り立つ．さらに(4.1.2)より，〃が正の整数ならば，

r(n+l)=n¥ （4.1.3）

が得られる．また，等式

工｡"‘-'‘-．物=響(．>0） （4.1.4）

が成り立つ(左辺においてαx=%ﾉとおけば右辺が導かれる)．

つぎに

Bia,p)=jp-Kl-ty-'dt(a>0,(8>0)(4.1.5)
で定義されるα,βの関数Bia,B)をベータ関数という.(4.1.5においてf＝

」一とおけば，
1＋釘

Bia,p)=C面寿宛ぬ
Fit)とBia,B)との間の関係を調べてみよう．

（4.1.4)において,*をα，αを世に書き換えて両辺にtα+/3-l-tをかけ
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/We"'=y…麺-l-Cl+*Û
つぎに，この式の両辺をtについて0からCOまで積分すれば，

左辺=jFiaW-'e-'dt=r(a)rip)

右辺=r{I｡‘…麹崎…>*dx¥dt=/"{""'/""+'-…>'dt)dx
ここで，（4.1.4)において′をα＋β，〃を'，αを1＋鯵に書き換えると

r…e-"+*>'dt=て鵠呉
であるから，

右辺=r*-'畿鴇血="(α+B)Bia,B)
したがって

Bia,B)=器器
【4.1.6)においてα＝β＝1/2とすれば，

β(器)=('粥'ﾉ2）
ところで

Ki'i)=f<-̂-̂=f面合=”
A1)=1

であるから

'1=̂
つぎにα＞0，f＞0に対して〃の関数八鉛)を

加'一|誌…塵:｜
で定義すると

(4.1.6）

(4.1.7）

(4.1.8）
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正:ﾙ)血=命〃-‘‘-．物=命響=』
かつ，八鉛)≧0であるから，（")はある確率変数の確率密度関数と考えられる．

このとき，この確率変数のモーメント母関数Mβ)は

M(0)=JPV.命が̂""-ml*-'…物
α－6＞0のとき，（4.1.4)を用いて

M9)=命謀ｧ=(i=W(4.1.9)

§4.2y*－分布

刀個の確率変数Xi,X2,……,x.が互いに独立で，それぞれ正規分布M(o;1)

に従うとき，

x=x.2+x.2+……+x2

の確率密度関数（鉛)を求めてみよう．まず

y=X,2=1,2,……,〃）

とおき,yの分布関数，確率密度関数をG(y),giv)とすれば，

〃＞0のとき

Gilﾉ)=PiY≦V)=Pi一､/了≦Xi≦､/ﾜ）

＝志麗〆，物=念f"〆'物
ここで,̂ =v了とおき

G(,)=工'赤‘-‘雌
この両辺を〃で微分して

”)=満‘-"‘('>0）
また,2/≦0のときGitﾉ=0であるから

”'一|声釧(墓:I“川



したがって,yのモーメント母関数MM)は

MyiO)=fygiv)dy=fe"*命e-*'抑=7̂1̂'蜜-v…物
1/2-6＞0のとき，（4.1.4)を用いて

脇(‘)=志で幾号万(1-研万
ゆえに,xのモーメント母関数MiO)は定理2.18を用いて

M(0)=面亦(4.2.2)
と書ける．この式は(4.1.9)において,a=l/2,t=nl2としたものであるから

定理2．16により

加'雲|苧砺鰯…《霊>①“川（鉛≦0）

を得る．

確率変数Xの確率密度関数が(4.2.3)で表されるとき,xは自由度肥のat2-

分布に従うという．

自由度〃の**-分布に従う確率変数Xと確率αに対し

RX≧ｽ)=at(0<a<l)

をみたすスの値を求める表がある．この表を2*"分布表といい，巻末にのせて

ある．今後このスをx¥.αと書くことにする．一
－．，'…ー一．－ｰ‐0.6

自由度〃のX2－分布に従う確率変数Xの確0.5

率密度関数八鉛)のグラフは図4-1によって0．4
0．3

与えられるXがt-分布に従うとき,xを0.2

tで表すこともある).0.1
0.0

（例1)z1'.rt'が互いに独立でそれぞれ自

由度〃,,〃2のx*-分布に従うとき.zi'+tf

は自由度ni+rtzのz*-分布に従う（この性質をx2-3

（解）（4.2.2)より,zArfのモーメント母関数はそ；

34

いう）

、
l” １

一
一

、
1

〆 、 -3 ■

／ ＞
＝

ご言－－

⑨

ｰ

－

～
戸

～ －

－ ＝ ﾆーー
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1 1

（1－28)"'"’（1-28)"2/2

であるから.Zj2+Z22のモーメント母関数は

1 1

『F冒亦1万×(1-28)"'ﾉ2＝(1－28)("'+"2)ﾉ2
となり，これはZi*+t*が自由度"1+̂ 2のr*-分布に従うことを示している．

§4.3t-分布

"＋1個の確率変数Xi,Xz,……,X‘,Yが，互いに独立でそれぞれ正規分布

MO,a2)に従うとき

Ｙ
扉

一
一Ｔ

の確率密度関数力(‘)を求めてみよう．

X§la(=1,2,……,宛)は正規分布M0,i)に従うから

-If)'
の確率密度関数火勿)は(4.2.3)により

巾1－|宇美羽蟹…塵:I
である．したがって，

z=坐堂岬＝進x
〃j＝1 〃

の確率密度関数ん<*)は

ん(塁)=差/(芸）
("/2)"/2

I

、
｜
｜
｜
ロ
｜
ノ
、
｜
｜
｜
｜
｜
｜
ロ
ノ

０
０

ン
く
一
一

Ｚ
之
く
く

ぴノ２ｚ犯
ｅ
ｌｌ２冗

之

ぴ蝿rinl2)

0

(4.3.1）＝:二

つぎに，

v.J妄言万=〃



とおき,uの確率密度関数を脆(")とすれば,u>0のとき，

〃鯉)du=POJ≦鰯)=PiZ≦鰯ﾂ=Chiz)dz
であるから，上式の両辺を〃で微分して

た(")＝2"ん("2）

，伽'=|聯"…迄:I
一方Yの確率密度関数9(U)は

,(,)=▽去万 e－y2/2oz

で,yとUは互いに独立であるから,yとUの二次元確率密度関数p{y,u)は

少(",")＝9(〃)･た("）

したがって

州"'一|帯万端『"……塵$
である．ゆえに定理2.10を用いて，確率変数

雁再三毒=吾
の確率密度関数Pit)は

pCt)=j_J>(tv"ﾙ'伽=〃"")伽

-r需方鍔倫i>V…"'"物

二こで,(等)が=露とおけば

2(筈)伽一成,｡=(缶)‘'乏墜‘'‘
であるから
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州=▽涼差砺terr重…-*e-'dz

＝器淵('+書)~…'(4.3.2)
確率変数Tの確率密度関数が(4.3.2)で表されるとき,Tは自由度肥のf－

分布に従うと↓､う(少(r)の中にびが含まれていないことに注意)．

自由度〃のｵー 分布に従う確率変数Tと確率αに対し，

P(T≧ｽ.)=(0<a<1)

をみたすスの値を求める表がある．この表をf-分布表といい，巻末にのせて

ある．今後このスを*.αと書くことにする．

５
．
且
３
２
１
－
０
－

０
０
０
０
０
０

自由度〃のた分布に従う確率変数

Tの確率密度関数力(2)のグラフは図

4-2によって与えられる．

このグラフは直線r＝0に関して対

称である．また自由度〃のか分布は，

〃が限りなく大きくなると正規分布M0,1)に近づく

卿(‘)=志‘-"'，
が成り立つ．これをスターリングの近似式

Fim+1)=､/耐,,zme-m（"＝｡｡）

を用いて証明してみよう．

州=志"(芸滞2)('+芸)-…〃

‐志緯芸|開…
，、/(̂IM且ラユr｡'翼g-Cn-D/E
＝両ァ〃=所(芋)…‘-…('+釜)~…

／二A =＝函

、〕 I
多〃*=]

、

､、
一 プ

一
、

＝

～
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=念‘-‘'亀{('十古)卿~1"('+古)"'(1－分‘'，

×('+器)~銅"('十芸)~‘"
ところで

{('+古)鯛~1"→‘",('+古)‘',→1，(1－会)‘"→L

（'+器)~卿"→‘-“('+芸)~"一正
であるから

僻(′)=志‘-鰻'，

§4.4F－分布

m+n個の確率変数Xi,X2,……,Xm'iYi,Yzy……,Yhが互いに独立で，そ

れぞれ正規分布MO,a')に従うとき

２
２
脇
ｚ

ｍ
ｚ
凋
泌
嗣
掲

１
一
加
１
－
〃

一
一Ｆ

の確率密度関数ヵ(/)を求めてみよう．

畑 沌

x=EXi¥y=Ey/
f＝1 J＝1

とおき,x,yの確率密度関数をそれぞれ八"),giy)とおけば，

x-*ufy>*=｡貴ffl
また，脇M=1,2,……,m)およびY〉/ぴ0'=1,2,……,n)はそれぞれ正規分布

M0,i)に従うから,(4.3.1)を導いたのと同じ方法で

ん'善|平汚嗣……迄:I
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”'琴|言芦砺蝋…産:｜
が得られる．また,xとYは互いに独立であるから,xとYの二次元確率密

度関数をp(お,〃)とすれば，

少te,y)=久勿)-9iy)

－'2….…÷im/2)Fin/2)鰯…'鋤2－…''”
‐｜･（錘>0かつ'>0）（"≦0またはり≦0）

ゆえにC7=X〃とおけばUの確率密度関数h(")は定理2.10を用いて

ん(鯵)=〃…ﾙ¥dv=Cpi…)vdv(4.4.1)
したがって，〃＞0のとき

伽(")=災｡2….…差("〃("/2)(",)鯛鱈-柳-‘‘-…'崎伽

＝2…‘…Fimmrinﾉ2)1．…-î-ca+totôâ

ここで,｣圭票．=庭とおけば
2ぴ2 2ぴ2

℃＝一之かつ。tノ=^^-dz
l＋〃 1＋〃

であるから

m̂/2-1 1

ノ̂-Fim/2)Fin/2)'(l+y-+>
riim+n)l2)*'-i

Fiml2)Finl2)(!+)+>ﾉ2

また，〃≦0のときは(4.4.1)より

r雲…-'e-*dz
1 〃m/2－1

|■■■■■■

|■■■■■■

B("/2．"/2）（1＋")(､+")/2

ん(")＝0

が得られるから

-.771/2-1
一
一
″
’
一
一
一
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
二
二
■
二
■
一
口
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
一
一
一
一
一

一

一
三
■
■
■
■
｜
’

、
■
ロ
ノ
、
。
一
口
。
〃

０
０
ン
三
一

“
“
く
く

Biml2."12)(!+)<*+">'*

0

h(")＝
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りよＵ
〃
一
郡

一
一

２
２
遥
ｚ

ｍ
ｚ
伺
泌
現
掲

１
－
郡
１
万

一
一Ｆでろ》」と

〃)=署"(紫）

＃'一|孝紛而綜耐
確率変数Fの確率密度関数が(4.4.2)で表されるとき

F-分布に従うという．

(ノ＞0）（4.4.2）
(／≦0）

Fは自由度m.肥の

自由度m.〃のF-分布に従う確率変数F

と確率αに対し，

P(F≧ｽ)=a(a=0.05,0.025,0.01)

をみたすスを求める表がある．この表を*-o..
分布表といい，巻末にのせてある．今後この

自由度",〃のF-分布をする確率変数F0123456

の確率密度関数力(ず)のグラフは図4-3によ 図4-3

って与えられる．

§4.572-分布,t一分布,F-分布をする標本分布

この節においては，4．2節，4．3節，4．4節で扱った**-分布，オー分布,F-分

布をする標本分布を調べよう．そのためにはつぎの定理を必要とする．

〔定理4.1〕正規母集団M",｡2)から大きさ刀の標本を任意抽出し，その標

本平均をX標本標準偏差をsとすれば,x,sの二次元確率密度関数力(*,*)

は

|が孝宕簿'〆
一

s冗-*一”“-の2+(”－1)82oz 5>0)
少<*,*)=

is≦o

「

{m=n＝2（

1

I 1

I

、 、
、

ござ
守

一辺言5 〃＝1

fm=n=l
一』

＝‐

－
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によって与えられる．（証明は本書の程度を越えるので省略する）

〔定理4.2〕定理4.1のもとで7=5*とおけば,uの確率密度関数力(")は

州|唯蹴頁…等'二：
によって与えられる．（証明は本書の劉童を越えるので省略する）

〔定理4.3〕正規母集団M",び2)から大きさ〃の標本を任意抽出し，その標

本平均をX標本標準偏差をSとすれば，

｜
〃

Ｘ

Ｗ
Ｔ

は自由度〃－1のﾙｰ分布をする．

この定理におけるTは母分散o2が未知である正規母集団の母平均〃の推定

や検定の際に使われる理論上の確率変数である(後述)．

辻分散…ぴZ（未知

護空嚇一{蕊耀，

図4-4母平均解の推定，検定

(証明）定理4．1により,X,5の二次元確率密度関数力ix,s)は

ァCM-̂3宛－1y-oﾉ2_nix-'》2+("-')82
2"-",wrtei)｡鰯‘崎一雨一5>0

によって与えられる．したがって

U=<JniX一浬)iX=U/'/n+a)

とおけば，定理2.8により,u,sの二次元確率密度関数ゆi(u,s)は

2－分布を導いて

母平均〆の推定，検定
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ハ…(希十仏うⅢ術N)

‐|寺芳i拳Iブｬ…仁>①is≦0)
ゆえにT=奇ﾃ÷=筈の確率密度関数力it)は定理川を用いて
Pit)=Jpi(tv"ﾙ'伽

－1｡洲湯禅),蝿"崎…伽
ここで， 壁髪ユザ=雲とおけば壁祭型伽=血であるから，

岬〃(孝鴬_1)171/2fo…物

v壱三蒜停)('+告灯｡…ぬ

＝万三器存)(叶笥職“
これは確率変数Tが自由度〃－1のt-分布に従うことを示している．

（例1）正規母集団Ⅳ(",ぴ2)から大きさ10の標本を無作為柚淵し（例1）正規母集団Ⅳ(似,ぴ2)から大きさ10の標本を無作為抽出したとき，

~̂5/VlO
について，つぎの式をみたすスの値を求めよ，

(1)PiT≧ｽ=0.05,(2)P(|T|<ｽ)=0.95

（解Tは自由度9のr－分布に従うから,t-分布表より，

(1)ス=1.8331

(2P(|T|<ｽ)=0.95であるからTの確率密度関数の対称性を用いて，

PCT≧ｽ)=0.025．．．ス=2.2622
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〔定理4.4〕正規母集団M",ぴ2)から大きさ〃の標本を無作為抽出し，その

標本分散をs*とすれば

v-in-l)S*

は自由度〃－1のx*-分布に従う．

（証明）定理4.2により,17=5*の確率密度関数力(")は

岬|宇溝t貢…鼎風
によって与えられ，また

x=^^=n^uo2

であるから,xの確率密度関数を八")とおけば，

伽
一
洲

少
〆
一
洲

如

ゆえに，お＞0のとき

（")＝ 〃(冗一l)/2-l.一垂/2
洲
－
２

Ｆ

で，〃≦0のとき八")=0である．したがって,xは自由度〃－1のx*-分布に

従う．

この定理のXは正規母集団の母分散ぴ2の推定や検定の際に使われる理論上

の確率変数である(後述)．

/≦雫鱗細

母分散-シ〈大Ⅸきされの標本ItX2,…,Xn)

x2－分布を導いて，

母分散ぴ2の推定，検定
標本分散s*

図4-5母分散＠2の推定，検定
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（例2）正規母集団M似,び2)から大きさ5の標本を無作為抽出したとき，

％鰯=響
について，つぎの式をみたすスの値を求めよ．

(1)Fix2≧ｽ=0.05, (2)Ptf<ｽ)=0.975

（解)X'は自由度4のx-分布に従うから,I*-分布表より，

（1）スー9.49

(2)Pix2<ｽ)=0.975であるからPtf≧ｽ)=0.025

ゆえに，スー11.14

つぎにt-分布をする確率変数とF-分布をする確率変数との間の関係を調

べよう．

”＋刀個の確率変数Xi,X2,……yXm',Yi,Yz,……,Y,，が互いに独立で，そ

れぞれ正規分布MO,*2)に従うとき

聯
呼

、
逗
凋
”
硬
掲

１
一
加
１
万

一
一Ｆ

は自由度",〃のF-分布をし，

x叫璽=鵠",池，=鵠呼
はそれぞれ自由度”，自由度宛の%'-分布をする．一方

p-Xi/m
JtaVn

と書けるから，これからつぎの定理が得られる．

〔定理4.5〕2つの確率変数*.*.*2が互いに独立でそれぞれ自由度刀,，自由

度〃2の2*-分布に従うとき，

F-ftfr'
Xi*lnt

は自由度ni,nzのF-分布に従う．

〔定理4.6〕母分散がそれぞれo12,ぴ22である互いに独立な2つの正規母集

団から，大きさ刀,,〃2の標本を無作為抽出し，その標本分散をSS,522とする



とき

F=旦塑上皇
<T,W
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は自由度〃,－1，〃2－1のF-分布に従う．

t̂ini-DSi*.(*i-l)S2*（証明）
ぴ,21X2－ o22

とおけば，定理4．4によりX12.Xt2はそれぞれ自由度〃1-1,自由度〃2－1の

JE*-分布に従うから，定理4.5を用いて

F_XiV(>i-l)̂i*St
xi'lifh-i)ffi*522

は自由度宛,－1，〃2－1のFと分布に従う．

この定理は互いに独立な2つの正規母集団A,Bの母分散の比率を推定する

ときや，等分散であるかどうかの検定などの際に使われる理論上の確率変数で

ある(後述).X*-分布が母分散そのものの推定や検定に使われたことと対比し

ておぼえておくとよい．

大きさ〃Aの標本

tti,Xfc-,x,.j

標本分散ss

正規母集団B

母平均…媒B

母分散…oざ

大きさriBの標本

(YuYu….y.-)

↓
標本分散si

叱2

可=】のと善蚤はF-分布
図4も

（例3）母分散の等しい互いに独立な2つの正規母集団から，大きさ10，15

の標本を無作為抽出し，その標本分散を5.*,5,*とするとき
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F=5i2/5,*

について，つぎの式をみたすスの値を求めよ．

(1)PiF≧ｽ)=0.05,(2)P(P≧ｽ)=0．01

（解)F=S,Wは自由度9,14のF-分布に従うから,F-分布表より

（1）スー2.646,（2）スー4.030

（例4)Fが自由度刀1,7*2のF-分布に従うならば,HFは自由度刀2,#1の

Fと分布に従う．

（証明）定理4.5により,Fは自由度がそれぞれ刀1,7*2のx*-分布に従う確

率変数Xi¥Xiに対し，

p-X1M1
XtVn,

と書ける．したがって

1_ZtVn,

FXiVx

であるから,VFは自由度〃2,7*1のp-分布に従う，

〔定理4.7〕母分散の等しい互いに独立な2つの正規母集団M仇,び2)，

M他,ぴ2)から，大きさ〃,,〃2の標本を無作為抽出し，その標本平均，標本分散

をそれぞれXuXuSS.SSとすれば，

T*__v-̂ 1一脇)－("1－"2)InmcXm工両=可
､/再幸票T=

("i-l)5,*+(n,-l)5,'

は自由度〃'十"2－2のｵー 分布をする．

（証明)Xi,脇はそれぞれ正規分布M恥び2/"')，M"2,び2/"2)に従うから，

X.-X,は正規分布M似,－"2,(flni+ô Mに従う．したがって，

”=(ﾐ器三読此）
は正規分布M0,i)に従い，これよりIPは自由度，のt-分布に従う．

一方，定理“によりini-lŴ(W.-1)〃はそれぞれ自由度72,-1,n.ぴ2，

ー’のx-分布に従うから̂,_(i-l)5,'+(2-l)5,'は自由度〃1+̂2-2のび2

x2-分布に従う．



以上から，定理4.5を用いて，

rpz_{iXl-Xz)-(tIl－浬i)}*
ntSf+n2S**

ぴ/1
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"inzCni+nz-2j

",＋〃2

zV(i+2-2)

は自由度1，72，＋"2－2のF-分布に従う．ゆえに,Tは自由度宛1+̂ 2-2のオー

分布に従う．

〔注〕一般にFが自由度1，〃のF-分布に従うとき,V万は自由度〃のｵー 分布に従

う．

〔定理4.8〕二項分布に従う確率変数Xが

P(X＝た)＝腿C"た(1－少)n-た<*=0.1,2,…-.)

のとき，自由度が2("－た＋1)，2だのp-分布に従う確率変数Fと

』=(袈鵠”
であるスに対し，

P(X≧だ)=PiF≧ｽ）

（証明）定理3.1により，

Pix≧陰*ik-l)l(n-剛〃Ki-が4〃
ここで，郡,＝2("－た＋1),"2＝2だとおき，"が正の整数のとき』~'(")＝("－1)1

であることを用いて

剛≧昨縛芸&,"…-…
Bim,/2,mJ2)i'""*̂一が卿'塾-』〃

ここで,‘=而芸f両とおけば，

P(X≧偽)=鵠鶏2)1imj幸二;蓋…〃
したがって，自由度が郡,,"2のFと分布に従う確率変数Fに対して
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PiX≧だ)=PiF≧ｽ）

（例5）無作為抽出した20人の中に，男子の数が15人以上いる確率は5％

以下といえるか．ただし全体の男子，女子の割合は等い､ものとする．

（解）〃＝20,だ＝15,′＝1/2であるから，

2(〃－た＋1）＝12，2だ＝30,スー2．5

ゆえに，20人中の男子の数をX人とおけば，自由度12,30のF-分布に従う確率唆数

Fに対し，

PCX≧15)=P(P≧2.5)

と書ける．一方,F-分布表より

P(P≧2.092)=0.05

であるから

P(P≧2.5)<0．05

したがって

P(X≧15)<0.05

〔定理4.9〕二項分布に従う確率変数Xが

PiX=k)=,C*(1－少.).-ル(*=0,1,2,……,"）

のとき，自由度が2(た＋1),2("一だ)のp-分布に従う確率変数F'と

』'=(晦竿誰少）
であるス'に対し

KX≦た=P(P'≧ｽ'）

た ん

（証明)PiX≦た)=E.Ĉ (1－力)"-'=E.c,.̂ i－沙)"-やγ
γ＝O γ＝O

ここで，〃－γ＝〃，1－カー9とおけば，

”

PiX≦た)=鱈黒偽鋤c鰯9"('一q)認-“

したがって，定理4.8により，自由度が2(た＋1),2(刀一だ)のF-分布に従う確率

変数F'に対し

’'={恋竺云竺制,-(惚綜告
とおけば
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PiX≦た)=PiF≧ｽ'）

（例6）1つのサイコロを32回投げて，1の目の出る回数が2回以下である
確率は5％以下といえるか．

（解）’(彪十')=6,2("-胸)=60,1'=鶏舎=,
ゆえに，32回投げて1の目の出る回数をXとおけば

PCX≦2)=P(F'≧2

ただし,F'は自由度6,60のF－分布に従う確率変数である．

一方.F-分布表よりP(F'≧2.254)=0.05であるから

P(P'≧2)>0.05

したがって

P(X≦2)>0.05

〔定理4.10J無限母集団がた個の階級Ci,Czt-"…,Ckに分かれていて，そ

のCi,Cz,……,c*に属するものの割合がそれぞれ力l,/>2,……,PkipL+Pz+-

-+Pt=l)とする．このときこの母集団から大きさ〃の標本を無作為抽出し，

階級Ciに属するものの個数をM(=l,2,-….’た)とすれば，

x--t̂ *-W
i-inpi

はれが大きいとき，近似的に自由度だ－’のx*-分布に従う．

（証明）た＝2のとき

x=i叶峨li+lM諜璽)*〃A

ここで,N,=〃－ZVl，少2＝1－少,を代入して，

Y-iNi-nptfjNi-nptf̂jNi-nptf
”，〃(1－少i)npiil一少1

一方，〃が大きいとき，定理3．9によりNiは近似的に正規分布Ninp,,

”,(1－力,))に従うから

Ni-npi

、/扉I『F五17

は近似的に正規分布M0,1)に従う．ゆえにXは近似的に自由度2－1のx*-分

布に従う．
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（ん＞2については本書の程度を越えるので証明は省略）

（例7）貨幣を200回投げて，表の出る回数が115回以上となる確率は5%

より大きいか.t-分布表より調べよ．

（解）表の出る回数をⅣ1,裏の出る回数をⅣ2とする．一方

”l=蛾=200×告='00
であるから

_̂(ATi-lOO)*|jN,元騨
は自由度1のx－分布に従う．

上式から，Ni≧115のときx*≧4.5となるから，

PiN,≧115)=Pfc*≧4.5)

また,7*-分布表より

P(x'≧3.84)=0.05

したがって

PiN,≧115)<0.05



97

第5章母数の推定

§5.1点推定と区間推定

標本調査の主な目的は，標本から得られた知識をもとにして，母集団の性質

を推定することである．たとえば，全国の小学生の学力を知りたい場合に無作

為抽出した何人かの小学生について学力を調べ，それによって全体の学力を推

定する．また，ある実験において，何回か測定してそれによって結論を下した

りする．

母数の推定において，点推定と区間推定とがある．これについて説明しよう．

母集団から標本を抽出して，標本から母平均，母分散を推定する場合を考え

る．いま標本値(砂,,妬2,……,〃")を知って，母平均解の推定値として，

〃

”
ｚ
凋

勺
１
｜
〃

毎＝

を用いたり，また母分散の推定値として，

，塾=万二丁倉(麺‘-霧)。

を用いたりする．これにはそれなりの理由がある．大きさ〃の標本を(X.,X.,

……,Xh)とすれば，標本値〃1,#2,……,〃"はそれぞれXi,Xo,……,xの実現

値であるから,x,s*もそれぞれ標本平均x.標本分散5*の実現値となり，か

つ，

EiX)=u(a;母平均),(5*)=o*ia2;母分散）

であるからである(3.4節)．

一般に母数βを推定するときに用いる統計量Tを推定量といい,Tの実現

値がりの推定値である．刀個の標本から計算される統計量Tを，刀を固定して

z，とすれば，四の値は刀個の標本Xi,X2,……,xhの選び方によっていろい

ろ変化するが，脇の値のすべての場合を考えて平均したものがβに等しくな

ることが望ましい．すなわち，
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EiTJiXuX,,……,X3}=0

のとき,T.を母数βの不偏推定量，鴎の

実現値を不偏推定値という．したがって，

(X)=,(52)=aであったから，標本平

均X標本分散52は母平均〃，母分散o2

の不偏推定量であり，それらの実現値毎，

きさ”の標本
i,Xz,…,Xn)

統計量T.̂ TCXuX*…,Xn)

s*は不偏推定値である．の値から8を推定する．

不偏推定量によって母数を推定すること 図5-1

を点推定という．点推定に対し区間推定とよばれるものがある．これについて

例をあげて説明しよう．

「小学校1年生の身長は，標準偏差5cmぐらいの正規分布をしていること

が知られている．いま無作為抽出した16人の1年生について調べたら身長平

均は113.1cmであった」

これより，1年生全体の身長平均(母平均)似をつぎのような手順で推定して

みよう．そのために無作為抽出した16人の身長平均(標本平均)をXcmと

おけば，113.1は元の実現値である．また定理3.5によってXは正規分布

M̂ 5716)型に従うから，

y=素と
は正規分布m,i)型に従う．したがって，

Pi一ｽ<y<ｽ)=0.95

となるようなス，すなわち，正規分布表において

の(ｽ)＝0.975

であるようなスを求めると

スー1．96

であるから，

'Ⅲ乙珍Ⅲ
－入 0A

q

図52

p(-1.96<̂-<l.96)=0.95
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が成り立つ．いいかえれば，

P(X-2.45<<X+2.45)=0.95

が成り立つ．ここでXの代わりにXの実現値113.1を代入することにより，

95％の可能性で関係式

110．65<u<115.55

が成立する．このような形で母数を推定することを区間推定するという．この

95％を信頼度または信頼係数，95％に対し100%-95%=5%を危険率または

有意水準といい，上の得られた区間110.65～115.55を信頼区間，その両端の

限界110.65,115.55を信頼限界という．

〔注〕”値の95%が区間̂-1.96̂<//<X+1.96念内に含まれるというこ
とではない似は定数であって,xが変数であるから標本の選び方によってxのとる

値毎がいろいろ変わり，これにしたがって，区間の位置も変わるが，これらの区間の

95％のものが似の値をおおっているということである(図5-3)．

1234567891011標本番号

（95％以上の区間が似をおおう）

図5-3

§5.2母平均の推定

大標本の場合

M似,o2)型の正規母集団(";未知)から抽出した大きさ刀の標本平均Xは正

規分布M似,ぴ2/")型に従うから

γ=ラテ÷
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とおけば,yは正規分布MO,1)型に従う．いま

Pi一ｽ<y<ｽ)=1－a5.2.1

なるスを正規分布表から定めるならば，

〃(－1く詩券<勺='一α
ゆえに

p(x-ﾙ方<u<X+ﾙ方)=1-a
したがって，標本平均Xの実現値を盃とすれば，母平均鰹の信頼区間は，信

頼度1－αで

’一ﾙ方く’く霧十ﾙ方
である．ここでスは(5.2.1)より

‘(1)=1－号

と書ける．今後このスを之α/2と書くことにすれば

。(露"縄)=1－号

が成り立つ．このとき母平均の信頼限界は信頼度1－αで，

ｏ
万

十
一

一
鉛 Ｚ (5.2.2）

である．

いま，母分散が既知の正規母集団において，母平均の信頼限界を求めたが，

もし標本の大きさが大きければ(これを大標本という)，どんな無限母集団であ

っても，中心極限定理によって標本平均Xは近似的に正規分布M",o2/")型

に従うから，同様の結果が得られる．またこのとき，母分散ぴ2が未知であれば，

o2の代わりに標本分散52の実現値52で代用することができる．以上をまとめ

て，母平均の信頼限界は信頼度1－αで

正規母集団または〃==ooで，ぴが既知のとき；



正規母集団

Ⅳ(ﾉ4，ぴ2）

母平均郷(未知）

母分散ぴ2（既知）

第5章母数の推定95

(Xi.X*…,X風）（X1，X2,…,X凧）

大きさ宛の標本 大きさ刀の大標本(n>50)

標本平均*=<*標本平均*-*i*
図5-4母平均鰹の推定

o

（5.2.3）毎±zαﾉ2.▽了

刀＝｡。でぴが未知のとき；

露±恥･方（524）
つぎに，母集団が有限母集団であれば，その母集団の大きさをⅣとするとき，

母平均の信頼限界は

有限母集団,rc=oでぴが既知のとき；

”±厘嘆"ﾍ/募三亭方伽）
有限母集団，〃＝｡oでぴが未知のとき；

霧士加へ/募三子方 (5.2.6）

となる．

（例1）勤労世帯5,000について，

円，標本標準偏差42,000円であった．

（解)=194856,5=42000,w=5000,

lか月の実収入を調べたら平均194,856

全国平均を信頼度95％で区間推定せよ．

*a/2=l．96
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であるから，母平均牌の信頼限界は

側56±196×器=193692,196020
...193692＜似く196020(円）

（例2)1000枚の答案の中から無作為抽出した100枚について調べたら，平

均65点，標本標準偏差30点であった．信頼度95％で全平均を区間推定せよ．

（解）毎=65,5=30,iV=1000,n=m,*ysi=1.96であるから，母平均似の信頼限

界は

‘5±1.96×､/需寧×満=59.46,70.51
．.、59.49＜解く70.51(点）

小標本の場合

(a母分散α2が既知のとき

正規母集団M似,ぴ2)から大きさ〃の標本を無作為抽出して，その標本平均又

の実現値毎を得たとする．このとき，（5.2.3)から母平均〃の信頼限界は信頼

度1－αで

ｏ
禰

十
一 之

一
鉛 (5.2.7）

である．

(b母分散α2が未知のとき

正規母集団M似,び2)(o2;未知)から大きさ刀の標本を無作為抽出して，そα

標本平均X標本分散5*の実現値毎,*を得たとする．このとき，母平均牌を

推定しよう．

定理43によりT=毒ﾃ÷は自由度n-1のt-分布に従うから,嘘-分布表を
用いてｵ"-,,α/2を求めれば，

〃(-…<奇ﾃ÷<’…,‘)=1－α
が成り立つ．この式を書き直して

p(x-t…,嫁烏<U<X+t…"為=1一a
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したがって,X=x,S=sであるから，母平均解の信頼限界は信頼度1－αで

S

（5.2.8）毎±n-l,a/2*ワァ

である．

なお，この推定法は，標本数が少ない場合だけでなく，標本数が多くてもこ

のまま成り立つ．

〔注〕似の信頼区間においては，標本平均xとともに，標本標準偏差sの値も変動

する．〃が小さければ，信頼区間の変動もはげしいが，それらのうちの95％のものが

似の値をおおうということである(図5-5)．

番号

（区間の中心ばかりでなく区間の幅も変わる）

図5-5

（例3）正規母集団MM.32)から大きさ4の標本を無作為抽出して，標本

値

12．6，13．4，12．8，13．2

を得た．これより母平均〃を信頼度95％で区間推定せよ．

(解）諺=5|0=13.00,｡=0.3,n=4,a=0.05,Za/2=1.96
であるから，似の信頼限界は

”±露硬,塾･念=Ⅲ0±1.96×器=肌13.29
．．．12．71＜似く13．29

（例4）正規母集団から無作為抽出した大きさ8の標本は

126.6,126.1,126.3,126.7
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126.0,125.7,125.9,125.9

であった．これより母平均似を信頼度95％で推定せよ．

（解）毎＝126.15,s2＝0.1257,匁＝8，オ7,0.025＝2.365

であるから，母平均の信頼限界は

伽15±剛5×雫7=12‘15±側=126.45,125.85
．.、125．85＜〃＜126．45

問1製針工場で，ある日の製品からとった大きさ100の標本の平均は0.103mm,

標本標準偏差は0.002mmであった．信頼度95%で母平均の信頼区間を求めよ．

問2ある会社の従業員の数は1000人であった．無作為抽出した100人について調

べたところ平均年齢は35.4歳，標本標準偏差は14.2歳であった．信頼度95％で全従

業員の平均年齢を区間推定せよ．

問3ある工場で生産している金属板の中から200枚を無作為抽出して厚さ諺(mm)

を調べたところ，つぎの結果を得た．

”｜a8170
雨T司丁

7.27.47.67万｢雨8.28.48.68.8ft
1022324639251273200

これより，厚さの母平均を信頼度95％および99％で推定せよ．

問4正規母集団からの大きさ5の標本値が

10．5，11．0，11．2，12．5，12．8

であった．母分散o2＝0.81を知って，この母平均似を信頼度95％で推定せよ．

問5あるメタノール溶液の含水率を10回測定したところ，毎＝0.552およびs＝

0.037を得た．これよりメタノール溶液の真の含水率〃を信頼度90％で推定せよ．

問6ある材料の表面かたさを測定した結果，つぎの測定値を得た．

14．2，15．1，13．8，14．4，14．9，15．7，14．3，13.8

これより母平均似を伺碩度95％で推定せよ．

§5.3比率の推定

大標本の場合

ある性質Eをもつものの比率が力(未知)である無限母集団から，大きさγ

の標本を無作為抽出して，その中にその』性質Eをもつものがた個はいってい

たとき,pの値を信頼度1－αで区間推定しよう．



無作為抽出した大きさ刀の標本の中に‘性

質Eをもつものの個数をXとすれば,x

は

PCX=r=JC,少γ1－力)施"'(0≦γ≦"）

をみたす確率変数であるから，〃が大きい

ときラプラスの定理によって近似的に正規

分布N{np,np(l－力))型に従う．ゆえにX

＝刀〃とおけば,xは近似的に正規分布

Ⅳや辿弄且)型に従うしたがって,大
標本の母平均の推定の場合と同様に考えて

第5章母数の推定”

無限母集団

比率p（？）

iXuXt.",X)

標本n個中でx個

性質をEをもつ

標本比率五=Xln

図5-6比率pの推定

〃(又-恥工浮く力<又+塵."零)=‘-・
が成り立つ．ここでxの実現値はた/〃であり，またへ/灰T二両の代わりに

へ/研面二万万で代用すれば，少の信頼限界は信頼度1－αで，

無限母集団でれ＝｡○のとき；

会±屋…、/宴F弓/〃（川
である．もし母集団が有限母集団であれば，その母集団の大きさをⅣとすれ

ば

有限母集団でれ＝。。のとき；

妾±屋"催凋1－会)誰子/〃（5〃）
となる．

（例1）1000個の製品の中に20個の不良品がはいっていた．これより全体

の不良率を信頼度95％で区間推定せよ．

（解)72=1000,=20,za/2=1.96であるから，比率少の信頼限界は

箭土̂VliooY~T諦ﾉVlOOO=0.0113,0.0286
．｡、0．0113＜′＜0．0286

（例2)3600人の学生の中から無作為抽出した400人中240人がある決定に
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賛成した．これより全体の賛成者の比率を信頼度95％で区間推定せよ．

（解）Ⅳ＝3600,〃＝400,ル=240,zα"=1.96であるから，比率少の僑煩限界は，

器±1.96粥(1－粥)･3::謡0/v/460=0.554,0.644
.．、0．554<p<0.644

小標本の場合

ある性質Eをもつものの比率がp(未知)である無限母集団から，大きさ〃

の標本を無作為抽出して，その中にその性質Eをもつものの個数をX個とす

るとき，いまx=たであることを知って比率力を推定しよう．

確率変数Xは二項分布に従うから，定理4.8により，自由度が2("－た＋1)，

2だのFと分布に従う確率変数Fと

ルー(幾哉
であるスに対して

PiX≧だ)=PiF≧ｽ）

と書ける．また，定理4.9より，自由度が2(た＋1)，2("－た)のp-分布に従う

確率変数F'と

』'=(惚幸誰少）
であるス'に対して

PiX≦た)=PiF'≧ｽ'）

と書けるから

PiF≧凡>-f

を満足するPoをp-分布表より求めるならば，信頼度1－α12として

ﾙー(舞司誌く局
が成り立つ．これを解いて

俺

Foi"一た+!)+*<* (5.3.3）
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同様に

PiF'≧凡')-f
を満足するPo'をp-分布表より求めるならば，信頼度1－α12として

』'=(た鑑些少)<町
が成り立つ．これを解いて

少<("_差辛諾附 （5.3.4）

したがって，（5.3.3)，(5.3.4)より，比率力の信頼区間は信頼度1－αとして

凡("_:+,)+鳴く力<("_差主鵠凧，
である．以上をまとめると，

無限母集団から無作為抽出した大きさ〃の標本の中に，性質EをもつもIの

が陶個入っていたとする．このとき，その母集団の中に性質Eをもつものの

比率力の信頼区間は信頼度1－αとして
ー

′＜力＜カ
ー

(5.3.5）

である．ただし

（1）′はi=2"－た+1),7*2=2だとしてF-分布表よりF患,α/2を求めて

〃2
p=
-n1Fl¥,an+ni

（2）戸はれ,'＝2(た＋1)，〃2'＝2("－た)として’分布表よりF瀞,α/2を求めて

-",'F野,α/2
ｶー"1'F鰯，α/2+刀2'

である．

（例3）金属製部品がある．無作為抽出した15個の中の3個に，材質上の欠

点があることがわかった．この部品の不良率を信頼度95％で推定せよ．

（解）”1＝2(15-3＋1)＝26,”2＝2×3＝6，F聯0.唾＝5.12

6
．．．’＝一26×5．12＋6＝0．043
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泥1'＝2(3＋1)＝8，宛2ノー2(15-3)＝24,期,0."‘＝2.78

．､傷=8妻妾莞空理=0.48
ゆえに，求める不良率′の信頼区間は

0．043<p<0.48

問1全国から無作為抽出した3500人について,支持する政党を調べたところ,A党

を支持する者が42％いた.A党の支持率を信頼度95%で区間推定せよ．

問21000人の学生の中から無作為抽出した'00人の学生について調べたところ，英

数ともに得意とする学生が20人いた．これより英数ともに得意とする学生の割合を信

頼度95％で区間推定せよ．

問3高校生100人について近視者を調べたら30人いた．これより，高校生の近視率

を信頼度95％で推定せよ．

問4ある注射液のロットから無作為抽出した30本について検査した結果，4本の不

良品があった．このロットの母不良率を信頼度95％で推定せよ．

問520人の患者に，ある療法をほどこして15人が治癒した．治癒率を信頼度95％

で推定せよ．

§5.4母平均差の推定

大標本の場合

2つの正規母集団A,Bの母平均，母分散をそれぞれ〃a,Vb{ともに未知);

Oil'*Ob-とし，このA,Bからそれぞれ大きさ〃A,TIbの標本を独立に無作為

抽出し，その標本平均をXa,Xbとする．

このとき,Xa,Xbはそれぞれ正規分布M似,ぴ〃伽),N(ub,Ob̂ Itib)に従

うから，x24－XBも正規分布M山一解5,oiNnA.+oifln̂ に従う（大標本なら

ば，任意の無限母集団でもよい)．したがって,Xa,Xbの実現値が毎AyXbで

あれば，（5.2.3)において，

毎の代わりに励一毎B

方の代わりにへ/寄手要
を代入することにより，母平均差似一伽の信頼限界は信頼度1－αで，

正規母集団または〃A%0,713=で，o4，ぴBが既知のとき；
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（励一毎‘)±露."､/寄手要（M1）
である．また，大標本のとき，母分散ぴa¥Ob*が未知ならば，標本分散5A

5/の実現値で代用して,5.4.1)はつぎのように書ける．

^=00,^=00でびAo,2が未知のとき；

（”-"士屋."儒十苦（M2）
もし母集団が有限母集団であれば，それぞれの大きさをⅣ』,ⅣBとすると，

(5.4.2)は

有限母集団で〃A=̂ ,wfi=。。のとき；

』
Ｊ
岨１ )+若(鑑二手Ａ〃

」
(毎4－毎b)±a/2' (5.4.3）

となる．

（例1）2つの機械A,Bで同種の製品を作っている.A,Bの製品からそれ

ぞれ無作為抽出した100個の標本について性能を調べたら,Aの製品は標本平

均1910,標本標準偏差105,Bの製品は平均1850,標本標準偏差120であった．

信頼度95％で両製品の性能の母平均差の信頼限界を求めよ．

（解)Xa=1910,Xb=1850,n*=^=100

5̂ =105,Sb=120,Za/2=1．96

であるから，両製品の性能の母平均差の信頼限界は

（Ⅲ-1850)±Ⅷ､/悪工需
＝60±31．24＝91．24，28．76

小標本の場合

母分散の等い､2つの互いに独立な正規母集団Mjia,*),NiuB,o2)io;未

知)から，それぞれ大きさ〃a,riBの標本を無作為抽出して，その標本平均Xx,

X*.標本分散5A5,2の実現値毎A*Xb¥Sa*,Sb*を知って，母平均差陶一仰

を推定しよう．

定理47により ”くZ夕
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一一

(Xi-Xj)-Ou－"b) "AnBKnA+nB-2)
T=

riA+nE("x-15/+wb-15b*

は自由度〃1+7Z2-2のt-分布に従う．

したがって

駒=ﾍ/("劉十"‘)艦豊雲笥－1)"｝
とおけば

<->……̂(Xa-Xb)-(!JLa-Hb)̂……,t)=1-a
（5.4.4）

が成り立つ．この式を書き直して

HX4－XE－t"4+"B-2,α/2．駒く似4－伽くX4－XB＋j"4+"B_2,α/2．凡)＝1－α

ところでXa=Xa,Xb=Sb;Sa*=S4¥Sb*=Sb2であるから母平均差"4－"B

の信頼限界は信頼度1－αで

（毎4－毎b)±'nA+na-2,a/2'Sw(5.4.5)

である．ただし，

，趣=､/("4+"美跨群祭寄-iw
（例2）2つの学校A,Bから，それぞれ無作為抽出した15人について成績

を調べ下表を得た．

｜
轍
州

｜
計
一
過

B校

－

15
－

これより2つの学校の成績の母平均差を信頼度95％で推定せよ．ただし，

両校の母分散は等しいものとする．

（解)Ha=Its=15,α=0.05,t^,m=2.m

x.=-Ll20×1+40×3+60×7+80×3+100×i}=eo

毎画=金{20×2+40×3+60×6+80×4}=56

〔 2（ 4（ 60 8（ 10（

C 1 3
■
ｊ
■
■
■ 3 I

〔
．

。 3
Ｐ
．
Ｐ
■ 4 （
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145̂2={(20-60)2×1+(40-60)2×3+(60-60)2×7

＋(80-60)2×3＋(100-60)2×1｝

＝5600

145*2={(20-56)2×2+(40-56)2×3+(60-56)2×6+(80-56)2×4
＝5760

ゆえに，求める成績の母平均差の信頼限界は

(15+15)(5600+5760)(60-56)±2.048×
15×15×(15＋15-2）

705

＝19．053，－11．053

．．．－11．053＜似A-VB<19．053

（例3）ある錠剤のある成分の含有率を検出するのに2つの方法A,Bを用

いた．その結果は

方法A:ha=5,Xa=3.298%,5.2=0.000035

方法B：〃B＝5，毎B＝3.225%,s2=o.000093

であった．両方法による母平均差を信頼度95％で員准定せよ．ただし，その母

分散はいずれの場合も等い､と仮定する．

（解)a=0.05,^,0.025=2.306

であるから，求める母平均差“－浬Bi%)の信頼限界は，

(5＋5)(4×0.000035＋4×0.000093）(3.298-3.255)士2.306
5×5×(5＋5-2）

＝0.043±0．012＝0．031，0．055

．．．0．031＜〃－伽く0.055(％）

問1全国の小学生に実力テストを行った．都市にある小学校から無作為抽出した

500人の成績は

平均＝63.2点，標本標準偏差＝32点

で，地方にある小学校から無作為抽出した300人の成績は

平均＝61.4点，標本標準偏差＝30点

であった．両者の成績の平均差を信頼度95％で区間推定せよ．

R32Miu,5*)からの大きさ16の標本の標本平均が20.5で,N(aB,e2)からの大き

さ25の標本の標本平均が24.0であるとき，“一浬Bを信頼度95％で推定せよ．

問3仕事のテストを経験年数2年以上，2年以下に分けて行い，つぎの結果を得た．

2年以上;tia=850,Xa=48.5,5̂ =5.8
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2年以下;nb=510,xb=46.0,5*=5.9

これより，母平均差幽一似Bを信頼度95％で推定せよ．

問42つの工場A,Bで製造した同種の製品をそれぞれ32個,30個ずつ抽出して，

その性質を調べたところ,A工場の製品は平均27.5,標本分散6.12,B工場の製品は

平均24.1,標本分散8.24であった．両工場の製品の性能差を信頼度95％で推定せよ．

ただし，その母分散はいずれも等しいと仮定する．

問5ある電球会社がA型フィラメント入りの電球10個とB型フィラメント入りの

電球10個を試験し，つぎのような寿命データを得た．

A型フィラメント；1293,1380,1614,1493,1340,

1643，1466,1627,1383,1711

B型フィラメント；1061,1065,1092,1017,1021,

1138，1143,1094,1270,1029

A型フィラメント電球とB型フィラメント電球の平均寿命差を信頼度95％で推定せ

よ．ただしo^=aB^とする．

§5.5比率差の推定

大標本の場合

ある性質Eをもつものの割合がpA,pBiともに未知)である2つの無限母集

団A,Bから，それぞれ大きさ〃̂ =00,,Zfi=00の標本を無作為抽出し，その中

に性質Eをもつものの個数をXa,Xbとする．

z_Xajĝ _Xb

とおけば，

Xaは正規分布Ⅳ('畿竺云些)_¥

Xbは正規分布Nい,坐云型）
に近似するから,Xa－Xbは正規分布

Ⅳ('』-ん,型云塑>+之皇莞型)
に近似する．したがって9Xa,Xbの実現値がそれぞれだA,kBならば,Xa,Xb
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の実現値はたや〃"‘となるルえに，大標本の比率の推定の場合と同様
の考えで

墜呈三塑十塑呈冒塑の代わりに差¥nj)nj¥̂二週
宛A 〃B

を代用するならば，比率差PA-PBの信頼限界は信頼度1－αで

無限母集団で〃A=oo,nB=｡｡のとき；

｜
過十

洲
一

、
●
●
．
‘
●
‘
‘
．
●
．
●
ノ

雌
一
恥

向
万ｉ (5.5.1）

±之α/2．
〃4 〃B

である．

（例1）2つの機械A,Bで同種の製品を作っている．A,Bの製品からそれ

ぞれ大きさ100の標本を無作為抽出して調べたら,Aの製品の中には不良品が

4個,Bの製品の中には6個はいっていた．両製品の不良率の差を信頼度95%

として区間推定せよ．

（解） *a=4,̂ =6,̂ =̂ =100,̂ /2=1.96

であるから，両製品の不良率の差Pa-Pbの信頼限界は，

(志一念)±,冊凪孟孟)+命(孟命)=伽似-M‘｡,
．．、-0.0802<Pa一′b<0.0402

問1ある政策に賛成する者は，第1回の調査では無作為抽出した400人中184人で

あったが，第2回の調査では無作為抽出した500人中280人いた．これより賛成する者

の比率の差の信頼限界を信頼度95％で求めよ．

問2ある市で1つの政策に賛成か反対かを男子150人，女子200人について聞いた

ところ，賛成は男子85人，女子は95人であった．これより，賛成率の男女差を信頼度

95％で推定せよ．

§5.6母分散の推定

正規母集団M",ぴ2)から大きさ〃の標本を無作為抽出して，その標本分散

5*の実現値5*を知り母分散ぴ2を推定しよう．
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このとき，定理4.4により

x＝Lz2二l唾
o2

は自由度〃－1のx-分布に従う．

ゆえに,x'-分布表よりが一山,-αﾉ2,fn-l,α/2を求めれば

p(A-t…<堕壱弊<xl…..-
が成り立つ．この式を書き直して

〃(篭三讐く．圏く景三器)=1－α
したがって,5*=a*であるから，母分散ぴ2の信頼区間は信頼度1－αで

（"－IV..."－1s*
（5.6.1）爾冒而言<̂<預言1両7百

である．

（例1）ある溶液中のメタノール含有率を4回測定して,s=0.03を得た．

母集団の正規,性(近似的に)を仮定して母分散o2を信頼度95％で推定せよ．

（解)52=0.0009,宛－1＝3，x:,0.0妬＝9.348,X:’0.”＝0.216

であるから，母分散o2の信頼区間は

旦毛器旦<‘2<莞器型
．｡、0.00029＜ぴ2＜0．0125

問1与えられた紡錘から無作為に選んだ15本の綿糸試料において，引張り強さ試

験を行った．この15個の引張り強さの標本測定値に対するSの値は11.2ポンドである

ことがわかった．この母集団のo2を信頼度95％で推定せよ．ただし，母集団分布は近

似的に正規分布に従うものと仮定する．

問2金属板の一辺の長さを8回測って，つぎのような値を得た．

19.8,20.0,20.2,19.9,20.7,20.2，19.4,20.5(mm)

真の長さ，母分散(測定のバラツキ程度)を95％の信頼度で推定せよ．
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第6章仮説の検定

標本調査の目的の中に，母数の推定と並んで仮説の検定がある．

われわれの周囲を見たとき，子供達の体格は年々向上している．このことか

ら，わが国の子供の体格は年々向上していると判断してよいだろうか．このよ

うな問題を統計学的に調べるのがこの章の問題である．

§6.1仮説の検定

いろいろの場合についての仮説の検定があるが，いま具体的に1つの例を取

り上げて考えてみよう．

「全国一斉に実力テストを行った結果は平均61.2点，標準偏差13.4点であ

る．ある都市から無作為抽出した144人の成績は63．5点であった．この都市

の生徒の成績は全国平均より高いといえるだろうか」……

これはこの都市の生徒の成績の母平均が，61．2より大きいかどうかを考える

問題である．

まず，この都市の生徒の成績の母集団も，全国の生徒の成績の母集団も同質

のものであると仮定してみよう．いいかえれば，この都市の生徒の成績の母平

均を似，母分散をぴ2とするとき，

『"＝61.2,ぴ2＝13.42』

であると仮定してみよう．すると仮定から，この母集団から無作為抽出した大

きさ144の標本の標本平均Xは，近似的に

正規分布NUl.2,ﾕ蓋皇）
に従い，実際に標本を抽出してみたらX=63.5であったということになる．

ところで,Pix≧63.5)を計算してみると

剛≧63.5)=1-服5)=1-の*号誌H
＝1－の(2.06)＝0.02
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ここで，0.02は非常に小さい数である．これはこの都市の成績の母集団を

全国の母集団と同質とみなした場合,X=63.5であることは非常にめずらい、

現象が起ったということになる．このようなとき，この仮定は正しくないと考

えてすてることにする．すなわち，この都市の成績の母集団は全国の母集団と

異質のものであると考える，したがって，問題の意味から，この都市の成績は

全国の成績より高いと考える．

確率PiX≧63.5)が非常に小さいかどうかは何を規準にしたらよいか．一般

に0.05,0.025等を用い，これを危険率または有意水準という．また，すてる

ことを予想して設定した仮定を帰無仮説または単に仮説という．仮説をすてる

場合ウ仮説が正い､にもかかわらずすててしまったという誤りをおかす可能性

がある．この誤りを第1種の誤りという．

先の例で，144人の平均を62．5点とすると，同じ仮説のもとで

剛≧625)=1－肺25)='一の(6芸雅2）
－

＝1－の(1.16)＝0.1230

となり，危険率0.05で仮説はすてられないことになる．この場合，仮説が誤

りであるにもかかわらずすてられなかったという誤りをおかす可能性がある．

この誤りを第2種の誤りという．

§6.2母平均の検定

ぴが既知の正規母集団，または任意の無限母集団で大標本の場合

無限母集団から大きさ〃の標本を無作為抽出して標本平均Xの実現値毎を

知り，

仮説「似＝似0」

をたてる．このとき，この無限母集団が正規母集団か，またはれが大きければ

("≧36)，定理3.5か，または定理3.8により又は正規分布Nith,*ln)に従

うから,吾ﾗ号は正規分布肌')に従う二こで,｡‘はこの母集団の母分散
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N(0,1)

一Z位

一
『
■
■
一

０
６図

Za

である．

にろで,吾芳の実現値はﾗﾗ書であるから｡危険率αで

芸誇>童"または蒜書く-迄“
のとき仮説をすてる．すなわち

謡'>震。
のとき仮説をすてる．

以上のような検定を片側検定といい危険率αを片側危険率という．これに

対し，危険率αで

鼎'>恥 （6.2.1）

のとき仮説をすてることにする場合がある． Ⅳ(0,1）

これを両側検定といい，αを両側危険率と

いう．片側危険率α/2で検定することと，

両側危険率αで検定することは，結果とし両側危険率αで検定することは，結果とし－zαﾉa0zα〃

て同じことであり，危険率は統計する者が 図6-2

問題の内容に応じて決めるものであるから，今後特に断わらない限り両側検定

を行うことにする．したがって，（6.2.1)によって検定を行う．

〔注〕びが未知でれが大きいとき，‘の代わりに標本標準偏差Sの実現値sを用いる．

αが未知の正規母集団で小標本の場合

正規母集団から大きさ〃の標本を無作為抽出して，標本平均X標本標準偏

差Sの実現値毎,sを知り，



772

仮説「似＝"o」

定理43により言う筈は自由度"－1の‘-分布をするをたてる．このとき，定理4．3{;
－

上ころで,言う筈の実現値は
一

〃一〃0

/v万一tn-l,a/20 2純-1,α/2

であるから，危険率αで， 図6-3

箭今>'…'‘または寿詩く-‘…,，
のとき仮説をすてる．すなわち，

」書ﾗ芸i>藍…,， （6.2.2）

のとき仮説をすてる．

（例1）ある機械による1日の製糸工程から同じ長さの糸16本を無作為抽

出して，引張り強さを測定したところ，標本平均は962^5/であった．これよ

り全平均はIQOOpsiを否定できるか．ただし，糸の引張り強さは正規分布に従

い，標準偏差は12Spsiであることが経験的にわかっているものと仮定する(危

険率5％)．

（解）帰無仮説「似＝1000」をたてると

毎＝967，浬o=1000,a=128,n=16,Z0.025=1．96

号ﾗ号L=J篭ﾗ祭2L=1.0<*o.025
ゆえに仮説はすてられない．すなわち，似＝1000を否定できない．

（例2）ある工場で作っている電球の中から36個を無作為抽出して寿命時

間を調べたところ，つぎの結果を得た．会社側ではこの電球の寿命時間の全平

均は1500時間と公表しているが，これを否定できるか(危険率5％)．

標本平均＝1450時間，標本標準偏差=110時間

（解）仮説「似＝1棚」

をたてると

=1450,A)=1500,<t=5=110,7i=36,̂ .025=1．96
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’謡'＝'"鼎00'="3>塗"”
ゆえに，仮説はすてられる．すなわち，会社側の公表は否定される．

（例3）ある自動車メーカーの小型車の燃料効率について，メーカーでは標

準状態において，1リットルあたり12km走行できると公表している．そこで

9台の車について標準状態で走行テストを行ってみたところ，つぎの結果を得

た．測定値の正規'性を仮定してメーカーの公表を否定できるか(危険率5％)．

標本平均=11.8km,標本標準偏差=0．3km

（解）仮説「β＝12」

をたてると

毎＝11．8，浬o=12,5=0.3,n=9,オ8,0.025＝2．3060

1毎一"01111.8-121＝2＜ｵ8,0.025
W万一0.3/3

ゆえに，仮説はすてられない．すなわち，メーカーの公表を否定することはできない．

問1小学校新入生男子の身長の全国平均は114.1cm,標準偏差は5cmである．あ

る都市で無作為抽出した新入生50人の平均身長を求めたところ115.6cmであった．こ

の都市の平均身長は全国平均と異なるといえるか(危険率5％)．

問2ある工場で作っている製品の性能は平均3.00である．ある日の製品の中から

無作為抽出した100個の性能の平均は2.84,標本標準偏差は0.89であった．この日の

製品は普段と異なるといえるか(危険率5％)．

問3ある工場で作っている蛍光灯の中から10本を無作為抽出して寿命時間を調べ

たところつぎの結果を得た．寿命時間は正規分布に従うものと仮定して，会社側で公表

している寿命時間の全平均は'800時間であるを否定できるか(危険率1％)．

標本平均＝1785時間，標本標準偏差＝11．5時間

間412オンスの表示のあるジャムかんを無作為に9個えらんで重さを測ったところ

つぎの結果を得た．このジャムかんの重さは正規分布に従うものと仮定して，重さの全

平均は12オンスより少ないといえるか(危険率5％)．

標本平均＝11．9オンス，標本標準偏差＝0．2オンス

問5正規母集団から，大きさ5の標本を無作為抽出してつぎの結果を得た・母平均

は3.26であるを否定できるか(危険率1％)．

3．25，3．24，3．25，3．26，3．25

.¥,.､哨謹
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§6.3比率の検定

大標本の場合

性質Eをもつものを含む無限母集団から大きさ〃("≧100)の標本を無作為

抽出して，その中に性質Eをもつものがた個入っていることを知り，

仮説「性質Eをもつものの比率はpである」

をたてる．このとき，大きさ〃の標本の中の性質Eをもつものの個数Xは，定

理3.9により近似的に正規分布N(np,npq)(q=l－少)に従うから，刀刀は正規

分布M沙""),すなわち,鵜は正規分布川')に従う
にろで,綜の実現値は等宗であるから,危険率αで，

跨書>恥または妄綜く-露",，
のとき仮説をすてる．すなわち

噌綜>恥（剛）
のとき仮説をすてる．

小標本の場合

標本の大きさ〃が大きくないときは，公式(6.3.1)を用いることはできない．

この場合にも，標本の中の性質Eをもつものの個数Xの実現値たを知って

仮説「性質Eをもつものの比率は力である」

をたてると，このとき定理4．8，定理4.9により

自由度がルー陰+,),2礎の』;L分布に従う確率変数Fと,'=(圭甥),で
あるスに対して

HX≧だ)=PiF≧ｽ）

が成り立ち，また，自由度が2(た＋1)，2("－た)のF-分布に従う確率変数F'と

''=(礎幸誌些少)であるえ'に対して
PiX≦た)=P(P'≧ｽ'）

が成り立つ．したがって，危険率αで
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(1)た＞”のとき．

PiX≧礎)=〃≧』.)<号
ならば仮説をすてるから

"2**>̂./t(n,=2(n-A+l),,=2*)(6.3.2)

のとき仮説をすてることになる．

（2）たく”のとき：

P(X≦ﾑ)=〃'≧』><!
ならば仮説をすてるから

"‘鵠)>蝋",．("‘‘=2(た+1)ﾙ‘=2("-た))(M3)
のとき仮説をすてることになる．

（例1）ある商品について，買いたいと思っているかどうかを無作為抽出し

た400人について調べたところ，買いたいと思っている人が118人いた．買い

たいと思っている人が全体の25％以上いるといえるか(危険率5％)．

（解）仮説「買いたいと思っている人の比率は0.25」をたてると

p=0.25,q=0.75,n=400,k=118,Z0.025=1.96

’跨穿一器砦器0=208>塗"”
ゆえに，仮説はすてられる．すなわち，買いたいと思っている人が全体の25％以上い

るといえる．

〔注〕’を0．25より小さくとれば，上式の分子は大きく，分母は小さくなるのでな

おさらZ0.025より大きくなり仮説はすてられる．

（例2）ある団体の会員の中から20人を無作為抽出して調べたところ男子

会員が15人いた．この団体は男子会員が半数以上いるといえるか(危険率5％)．

（解）仮説「男子会員の比率は0.5」をたてると

p=0．5,w=20,k=15,k>np

したがって，

m=2(20-15+1)=12,nz=2×15=30,PJ5.0.025=2.412
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”恩(1－')‐3;耗安*=2.5>*&.,nip

ゆえに，仮説はすてられる．すなわち，男子会員が半数以上いるといえる．

（例3）過去の経験ではある製品を製作するのに5％の不良品が出た．ある

工員が製作した製品40個については不良品が1個であった．この工員の技術

は秀れているといえるか(危険率10％)．

（解）仮説「この工員の製作した製品の不良率は0.05」をたてると

カー0．05，宛＝40'た＝1，たく”

したがって，

〃i'=2(1+1)=4,n{=2(40-1)=78,2.447<Ft0.05<2.525

宛2や

"‘,(,_,)=4害至:器)=Ⅷ<恥"‘
ゆえに，仮説はすてられない．すなわち，この工員の技術は秀れているとはいえない．

問1無作為抽出した900人についてアンケートをとったところ,A案に賛成するも

のが490人いた.A案に賛成するものは半数以上いるといえるか(危険率5%.

問2ある地方で，400人の出生児中212人が男子であった．この地方は男子と女子

の出生率が異なるといえるか(危険率5％)．

問3ある地区で無作為抽出した20人中6人が十二指腸虫保菌者であった．この地

区は寄生率20％以上といえるか．また，50％以下といえるか(危険率5％)．

問4ある選挙区で選挙人名簿の中から30人を無作為抽出して面接調査したところ9

人がある候補者を支持した．この選挙区でこの候補者の支持率は40％以下といえるか．

また，20％以上といえるか(危険率5％)．

§6.4母分散の検定

正規母集団から大きさ〃の標本を無作為抽出し，その標本分散52=5*を知

って母分散ぴ2の検定を考えよう．

帰無仮説「び2＝び｡2」

をたてたとき便理“により'等哩は自由度"_,のx璽_分布に従う
ところで，血弄哩の実現値は血云些であるから危険率αで

Lz云弊>x圏…,,またはLz云嬰<Z*.-l.l-a/l(6.4.1)
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0A-ui－α/2 X*n-L,a/2

図6-4

のとき仮説をすてる．

（例'）正規母集団から大きさ’1の標本を無作為抽出して調べたところ，標

本分散は’54.6であった．これより母分散び2は，40であるを否定できるか(危

険率5％)．

（解）仮説「び2＝140」をたてると

j2=154.6,<tf=140,=11,xlo.o.m=20.5,&,0.m=3.25

(n-iy－ユ旦型型二且=11.04
^ 140

M""<竺祭<ZlO,0.025
ゆえに’仮説はすてられない．すなわち，母分散は,40であるを否定できない

問’ある薬品のA成分の含有率は，従来の経験から分散0.42％の正規分布に従っ

ていることが知られている．いま製造方法を変えて，大きさ,0の標本について調べた

ところ標本分散は0.64％であった．母分散に変化が生じたか(危険率5％)．

問2ある陶器を作っている工場で，熟練工の作った陶器の直径は過去の実績から標

準偏差0.075mmの正規分布に従うことが知られている．最近雇い入れた新入工員につ

いて’’2個の製品の標本標準偏差を調べたところ0.082mmであった．バラツキに差

が認められるか(危険率5％)．

§6.5等平均の検定(t*A=f*Bの検定）

ぴが既知の正規母集団，または任意の無限母集団で大標本の場合

母平均が〃4(未知)，母分散がぴ42である無限母集団Aと,JMa(未知,Ob'

である無限母集団Bからそれぞれ大きさ〃a,Kbの標本を無作為抽出して，標

本平均Xa,Xbの実現値毎a,Xbを知り，

仮説「"a=̂b{=h)」

をたてる．このとき，無限母集団A,Bが正規母集団か，またはれa,Kbが大き

・
吐
口
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ければ("4≧36,TIb≧36,定理3.5か，または定理3.8により,Xa,Xbはそれ

ぞれ正規分布Ni!X,O4*lnA),Nia,OB*Mに従うから,xA－Xbは正規分布

Xa-Xeは正規分布MO,i)に従う．Mo,｡〃"a+Ob̂Itib),すなわち'-Jび〃"a+Ob̂Itir

Xa-Xbの実現値はVffA競γtibであるから,危ところで'</oA*lnA+OB*lnB
険率αで

一一

減篭赤言>露",,または
のとき仮説をすてる．すなわち

ー ■■■■

〃A－zB
＜一之α/2

vojflnA+oJ'InB

｜毎4－毎B｜＞zα/2 （6.5.1）Vα〃"A+OB*lnB

のとき仮説をすてる．

〔注3aa,obが未知のとき,ka,Kbが大きければ標本標準偏差Sa,Sbの実現値s4，

sBで代用する．

ぴが未知の正規母集団で小標本の場合

母平均が〃』,tlBiともに未知)で，母分散が等い､と考えられる2つの正規母

集団A,Bからそれぞれ大きさ〃A,nBの標本を無作為抽出して，標本平均Xa,

Xb,標本分散5A5*2の実現値毎A,Xb,Sa*,Sb*を知り，

仮説「似A=l*B」

をたてる．このとき

(〃B){(刀－1)S＋("B－1)SB2｝5^=
"AnsinA+nB-Z)
－－

とおけば,定理47により,丞令三三旦は自由度"忽十",-2の'一分布に従う
実

一
地

一
胸

ここで，Sm＝

一 一

とおけば，
nAnsinA+nB－2

現値は里4二里旦であるから，危険率αで
Sz《，

里4二竺旦>n4+n.B-2a/2または‐望4二竺旦く一r"4+"B-2,α/2
Sw5a,

のとき仮説をすてる．すなわち，
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厘4二重且>tnA+nB-2,α/2 （6.5.2）
S”

のとき仮説をすてる‘

（例'）2つの工場AとBで同一の製品を作っている．それぞれの工場の製

品の中から’00個ずつ無作為抽出して性能を調べたところつぎの結果を得た．

両工場の製品に性能差が認められるか(危険率5％)．

A工場；標本平均＝26.4,標本標準偏差＝2.6

B工場；標本平均＝25.6,標本標準偏差＝2.4

（解)xa=26.4,Xb=25.6,oa=sa=2.6,ob=sb=2．4,nA=nB=100,
Z0．025＝1．96

仮説「母平均は等しい」

をたてて

而鶏号示=伽誇鵠豊川=2.26>zo.025
ゆえに，仮説はすてられる．すなわち，差異が認められる．

（例2）中学生に同一問題で一斉テストを行った.A,Bの2つの都市から

それぞれ21人ずつ抽出して成績を調べたところつぎの結果を得た．両都市α

中学生の成績に差異が認められるか(危険率5％)．ただし，成績はともに正対

分布に従い，母分散は等い､ものと仮定する．

A;標本平均=63.5,標本標準偏差=11.4

B;標本平均=61.2,標本標準偏差=10.6

（解）毎A＝63.5,毎β=61.2,5,1=11.4,5̂ =10.6,72̂ =725=21,

4̂0,0.025＝2．0211

STU＝二●●

(21＋21){20×11.42＋20×10.62｝
21×21×(21＋21-2）

＝3．397

仮説「母平均は等しい」

をたてて

’葱4-毎週’’63安泰2'=0"7<‘‘…”S”

ゆえに，仮説はすてられない．すなわち，両都市の中学生の成績に差異があるとはいえ

ない．
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〔注〕母分散が等しいかどうかわからないときは§6.6例2を参照．

問12つの機械A,Bで,370g入りの缶詰を作っている．それぞれの製品の中から

100個ずつ無作為抽出して容量を調べつぎの結果を得た．Aの製品の母平均とBの製品

の母平均に差異があるか(危険率5％，1％)．

A;標本平均=371.2g,標本標準偏差=3.8g

B;標本平均=370.1g.標本標準偏差=3.4g

問22つの地区A,Bからそれぞれ無作為抽出した100名の高校生に同一問題でテ

ストを行いつぎの結果を得た．母平均に差異があるか(危険率5％)．

A;標本平均=62点，標本標準偏差=6.2点

B;標本平均=58点，標本標準偏差=5.8点

問3午前の製品の中から20個，午後の製品の中から30個を無作為抽出して強さを

調べたところつぎの結果を得た．午前と午後の製品の強さに差が認められるか(危険率

5％)．

ただし，製品の強さはともに正規分布に従い，母分散は等しいものと仮定する．

午前；標本平均＝24.6,標本標準偏差＝3.2

午後；標本平均＝27.4,標本標準偏差＝2.6

問4同一規格でメーカーの異なるA,B2種の電球について，それぞれ8個を無作

為抽出して，その寿命を試験したところつぎの結果を得た．平均寿命時間に差があるか

(危険率5％)．

ただし，寿命時間は正規分布に従い，母分散は等しいものと仮定する．

A:1260,1200,1330,1310,1260,1250,1350,1280

B:1320,1250,1400,1370,1280,1330,1280,1370

5.75*2は自由度〃4-1,7zB－1のF-分
0珂識,1－αﾉ2 F耀二1，α/2

布に従う． 図6-5
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ところで,5aV5,2の実現値はSA*ISB*であるから，危険率αで，

2̂>̂nfl-i,ar/2または差<p組… （6.6.1）

のとき仮説をすてる．

ここで，あらかじめS42,Sb2のうち大きい方が分子にくるように順序を変え

ておけば，図6-5の右側だけを考えればよいことになるので，（6.6.1)はつぎ
のようになる．

危険率αで

(1)5/>sb'ならば.*>*綱霞〃(6.6.2)
のとき仮説をすてる．

(2)Sa'<Sb'ならば,4*r>̂ SFU/i(6.6.3)
SA

のとき仮説をすてる．

（例1）ある陶器を作っている工場で，熟練工の作った陶器の中から20個，

新入工員の作った陶器の中から25個を無作為抽出して直径を測ったところ，

それぞれの標本標準偏差は

熟練工；0．07mm,新入工員;0．11mm

であった．正規性を仮定して直径のバラツキに差異があるか(危険率5％)．

（解）熟練工の製品をA,新入工員の製品をBで表せば,5̂ =0.07,5r=0.11,sa<

sb,724=20,725=25,Fit,o.025=2.452

仮説「母分散は等しい」をたてて

等滞=2.496>剛…＝＝

ゆえに，仮説はすてられる．すなわち，バラツキに差異がある．

（例2）男女からなるクラスで数学の

テストを行い右の表を得た．これを標本

と考えて男女の成績に差異があるといえ

るか(危険率5％)．ただし，成績は男女

とも正規分布に従うものと仮定する．

人数|標本平均
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（解)Xa=63,Xb=60,5̂ =140,5̂ =120,72̂ =25,725=21

この間題はつぎの2つの段階に分けて検定する．

(i)仮説「母分散は等しい」

をたてて

釜=̂-=1.16<PlS..5=2.408
ゆえに，仮説はすてられない．したがって，男子，女子の成績の母分散は等しいとみな

してつぎの検定に入る．

(ii)仮説「母平均は等しい」

をたてて

，画=､/(25芸呉幾;畿醤M=3.387
2.0003＜ｵ",0.025＜2.0211であるから

堕孟塗L_監茅1-=0.886<*44,0.025
ゆえに，仮説はすてられない．すなわち，男女の成績に差異があるとはいえない．

〔注〕上の問題のような場合に,(0の検定を第1次検定,(u)の検定を第2次検定と

いう．

問1中学1年生の中から無作為抽出した16人に対して,夏休み前と後に同程度の数

学のテストを行いつぎの結果を得た．この結果はそれぞれ正規母集団からの標本である

と仮定して，夏休み後に成績は落ちたといえるか(危険率5％)．

夏休み前；標本平均＝65.2点，標本標準偏差＝13.4点

夏休み後；標本平均＝61.0点，標本標準偏差＝12.6点

問2A,B2人の店員による1つの商品の包装時間を調べてつぎの結果を得た．包装

時間の正規性を仮定して，両者の平均の間に差が認められるか(危険率5％)．
A:38,39,37,38,31,40,36

B:33,41,28,39,34

§6.7Pa=Pbの検定

性質Eをもつものを含む比率がpA,pBiともに未知)である2つの無限母集

団A,Bからそれぞれ大きさ刀a,Kbの標本を無作為抽出して，その中に含まれ

る性質Eをもつものの個数Xa,Xbの実現値たa,bを知り，

仮説「p4=pBi=P)」
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をたてる．このとき〃a,Kbが大きければ("4≧100,7Z5≧100),定理3.9により，

x̂ .x方はそれぞれ正規分布M冗妙,泥砂q),M"妙,riBpq)(q=l－少)に従う

から,XAlnA-XslriBは正規分布M(0,(l/̂+l/̂W),すなわち，

刃織蓋は正規分布川')に従う
二こで,”の値を近似的に伽-ｶ．)(ただしA=芸鵠)と考えれば，
刃…の実現値は灯器蒜給.)であるしたがってだ
の実現値をeとおけば，危険率αで，

e>之α/2またはe<一之α/2

のとき仮説をすてる．すなわち，

M>Za/z

のとき仮説をすてる．以上のことをいい直すと，

724,7*5が大きいとき，危険率αで

IkJn4－たbItib]、
6.7.1＞之α/I

il/n4+Un,)Ml－少0

kA+ka

のとき仮説をすてる．ただし，po＝〃4＋"B
〔注J"a,nsが小さいときは計算が大変複雑になるので，本書では省略する．

（例1）ある食品会社が自分のところの製品について，知っているかどうか

をテレビで宣伝放送する前と後で，それぞれ無作為抽出した400人の主婦につ

いて調査したところ，放送前では180人，放送後では260人が知っていると答

えた．宣伝効果があったか(危険率1％)．

（解）放送前の主婦を母集団A,放送後の主婦を母集団Bと考えれば，

均=180,彪逼=260,"4="圏=400A=差:主:器＝Q55,露…=2.58
仮説「放送前と後で，その製品について知っていた人の割合は等しい」をたてて

｜ﾙaItia－た5/725I1180/400-260/4001

vom:干丁77石両1-刃一､/(1/400+1/400)×0.55×̂ =̂5.71>z,02s
ゆえに，仮説はすてられる．すなわち，テレビの宣伝効果はあった．

問1ある知事選挙でA候補の支持者は，第1回の調査では無作為抽出した900人中

420人，第2回の調査では900人中485人であった．A候補の支持者は増したといえる
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か(危険率2％)．

問2ある市で中学1年生の男女各400人を無作為抽出して生活調査をしたところ，

睡眠時間が8.0時間以上である人数は，男子92人，女子80人であった．男子と女子で

は8.0時間以上睡眠する人の比率は異なるといえるか(危険率5％)．

§6.8適合度の検定

ある大企業の従業員を母集団にとったとき，その従業員の学歴によってこの

母集団をいくつかの階級に分類することができる．

一般に，ある無限母集団がある性質によってた個の階級Ci,Cz,…,cAに分

類されているとする．この無限母集団から大きさ'2の標本を無作為抽出して，

その標本の中で階級Q(=l,2,…,た)に属するものの個数肌の実現値〃‘を知

り，この無限母集団でのCi,Cz,".,cに属するものの比率の検定を考えよう．

仮説「この無限母集団で階級Ci,Cz,…,cﾙに属するものの比率は力Up2,…，

必である」
r■

r (A－1）

α

VZtttt*

をたてる．このとき定理4.10によ

りMNj-nPiYは自由度だ－'の
~npi

X*-分布に従う．
*iNi-nPif

ところで,嘉一而Fの実現

八〆J‐00・ロー〃空〆● O Xk-¥.*
*iNi-nPif

ところで，嘉一冠Fの実現 図6－6

値は皇("’謡‘)，で,この実現値が0から遠ざかるにしたがって仮説は不都
合となるから，危険率αで

堂("‘一"‘)'〉x2… （6.8.1）
isinpi

のとき仮説をすてる。

この適合度の検定は近似的に処理するので，検定を行う場合につぎの2つの

条件を満足しなければならない．

（1）〃は十分に大きい("≧50)．

（2）〃@は小さくない(〃‘≧5)．

仮りに，〃‘の中で4以下のものがあれば，適当に階級を合併して5以上とな
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るようにすればよい．

〔注〕Ⅳ$の実現値刀jを実測度数,npiを理論度数という．

（例1）サイコロを120回振ってつぎの結果を得た．このサイコロは正しく

ないといえるか(危険率5％)．

:差蓋針計÷催母:二尾
ｊ
６

解
一
一

く
だ
仮説「このサイコロは正しい．すなわち,Pi=Pz=…=A=1/6」をたてる．

72=120,npi=2QCi=l,2,…,6)，x:0."＝11.07

..．全("‘~恥=12.7>̂.0.05
j=，〃'Z

("i-npiflnpt

49/20

64/20

36/20

64/20

20ie 16/205124

、’12(’

ゆえに仮説はすてられる．すなわち，このサイコロは正しくない．

（例2）1条に10粒あて，60条に農作物の種子をまいて発芽試験を行いこ

ぎの結果を得た．発芽状況は二項分布に合っているか(危険率5％)．
－

1条の発芽数 計
一
帥
一

実測した条の数

(解）全発芽数＝0×4＋1×7＋2×12＋3×18＋4×9＋5×5＋6×2＋7×2＋8×C

＋9×1＋10×0＝181

181．3

・・・発芽率＝而支訂・而

仮説「発芽状況は二項分布に従う」

0 1
ｒ
４ 3 4 l

q 6
Ｆ
ｊ 8 〔

し 1（

』 7 12 IS j
Q 2

ざ
．
畠 0 I 0
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をたてると，1条にj個発芽する確率Aは

'術"r
．｡．′0=0．028,Pi=0．121,pz=0．234,/>3=0.267,……，

また，実測した条の数のうち4以下のものは適当にまとめて表を作ると

'｜“｜ハ
(宛i-nptf

npini一"Pi

４
６
０
０
２

４
８
５
５
３

峨
仙
叩
伽
Ｍ
叩

猪}川
14.0

16.0

12.0

6．2

１

兵
Ｊ

『
０
入

Ｉ

郭
２
８
９
５
２
２
０
１
０

１
１

、
ろ
可
上
４
４
毎
Ｊ
ｎ
Ｕ
ｑ
〕
局
Ｉ
Ｑ
〉
勺
上
ｎ
〕
〈
Ｕ

似
胆
朋
別
別
、
舶
側
帥
帥
帥

●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●

０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０

０
１
２
３
４
５
６
７
８
９
皿
一
計

2.0

〈
皿
〉
〈
叩
〉
（
ｍ
Ｕ
－
ｏ
々

、
〃
宮
。
〃
臼
へ
く
Ｊ
句
Ⅱ
ユ

ー
ー

＃” 1.7292.2

3.69160 1．000160

("’一”‘)2＝3.691＜x:'0.06
〃A

すなわち，二項分布に適合していないとはいえな

6

．．．Z
、＝1

ゆえに仮説はすてられない．

い、

問1エンドウの交配実験によってつぎの結果を得た．これは9:3:3:1に適合してい

るか(危険率5％)．

円形黄色 角形黄色

318

問2ある製品の150個の仕切りを検査してつぎの結果を得た．1つの仕切りに含ま

れる不良品の個数(X)は"=2のポアッソン分布に従っているといえるか(危険率5%).

不良品の個数

－

計

観測度数2339432310741150

0
８
４ 3 4 5

『
『
畝 7



第6章仮説の検定727

§6.9〃×ん分割表の独立性の検定

ある無限母集団が2つの性質A,Bについて，つぎのように分類されている．

Aについては1からだまでのた個の階級,Bについては1からんまでのh個の

階級，全体としては雌個の階級に分類されている.Xについてはjの階級に

属し,Bについてはjの階級に属するような階級をCuで表す．

この無限母集団から大きさ〃の標本を無作為抽出して，その中の階級Cijに

属するものの個数をⅣijyまた

JVi+M2+………＋Ⅳ$ん=Ni.(=1,2,…,た）

Nu+Nu+………十Nﾙj=N.j0=1,2,…,h）

とおいて右の表を作る．この表をル×ん分割表という．

この節ではMyの実現値刀〃をた×ん分割表
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糸{裳等一等｝>x*九-1，a (6.9.2）

のとき仮説をすてる．

2×2分割表

だ＝ん＝2のとき，（6.9.2)の左辺は

この場合は

(7*117*22-刀127*21̂
×〃と変形できるから，

〃1｡〃2.刀・1〃･2

（"'1"22-"'2"21)2×〃>**!. （6.9.3）
刀1.nz.刀｡l〃､2

のとき仮説をすてる．

以上の検定で使う式(6.9.1),(6.9.2),(6.9.3)はすべて宛"≧5のときに限る．

もし,〃〃の中で5以下のものがあれば適当に階級を合併する．2×2分割表で

は合併することができないので，このときはつぎの式を使って検定する．

（"117*22-"127*21±nl2y×n>x¥a （6.9.4）
刀'･刀2.刀.'〃､2

のとき仮説をすてる．

ここで，左辺の複号は分子が小さくなるように，いずれか一方をとる．

（例1A,B,C,Dの4工場で作っている皮革を検査し,1級品,2級品,3

級品に分類してつぎの表を得た．

Ａ
ｌ
Ｂ
ｌ
Ｃ
ｌ
Ｄ
ｌ
計

A,B,C,Dの4工場によって差異が認められるか(危険率5%).

（解）仮説「A,B,C,Dの4工場によって差異がない」をたてる．

卵些雲誇zの値をつぎの手順で表を作って求める
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（刀〃一八i)の値ハゴの値

牧品’2級品’3級占

’B46.537.75 15.75

C46.537.7515.75

D46.537.7515.11

(刀〃一九iWuの値in〃一八j)2の催

'2級品'3級品1級品

ボ芋卜鴛催計芸丞
級品’2級品’3級品

A56.2595.065.06

5’郡)_251390613－06 5｜（〕 03510－1941166

､_251126．56133．06 ]9916－1（6b（

DI6.2560.0627.56 D0.1341.5911.753.475

ft2雨｢耐4.3641豆§

．．、全量(""~ん̂*=15.29>rf.-=12.59
i=iy=ifii

仮説はすてられる．すなわち,A,B,C,Dの4工場によって差異が認められ
》
）
’
１吟
え
、

ゆ
る

（例2）無作為抽出した200人の有権者について，3つの政党A,B,Cの芸

持者を調べたところつぎの表を得た．40歳以上と39歳以下とで，支持するE

党に差異が認められるか(危険率5％)．

40歳以上

39歳以下

計

仮説「40歳以上と39歳以下とで，支持する政党に差異がない」をたてる．

患{皇筈一等｝

(解）
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‐了幾百{詳十蓄十等-器}=棚>虚‘"=棚
ゆえに，仮説はすてられる．すなわち，40歳以上と39歳以下とで，支持する政党に差

異が認められる．

（例3）ある学校で近視者について調査したところつぎの表を得た．近視に

なりやすさに男女の差があるか(危険率5％)．

近視｜近視でない’計

男子’31 1391170

(解）仮説「近視になりやすさに男女の差はない」をたてる．

(凝血""~"蝿"瓢)2×"=器芸線器器×330=0.93<xio.o5=3.84〃1.宛2.匁.1〃､2

えに，仮説はすてられないすなわち，近視になりやすさに男女の差が認められない．

刀1.〃2.刀・1刀・2 入イUX八OUX〔

ゆえに，仮説はすてられないすなわち，

（例4）ある食品の噌好について，

男女それぞれ85人，55人について，

好き，嫌いのどちらかを調べて右表を

得た．この食品に対する噌好の度合い

と性別は関係があるといえるか(危険

率5％)．

男
一
女
一
計

51

（解）仮説「この食品に対する噌好の度合いと性別は関係がない」をたてる．

（宛11"22ー"12"21±刀/2)2×〃＝（16×51-69×4-140/2)285×55×20×120×140刀1。宛2．〃､1宛.2

＝2．76＜窓,0“＝3．84

ゆえに，仮説はすてられない．すなわち，この食品に対する噌好の度合いと性別は関係

があるとはいえない．

問’’00人の生徒について英，数の成績によって分類したところつぎの表を得た．

両科目の成績に関係があるといえるか(危険率5％)．
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愚lE

霞ILL

弓’1（

了「ﾗｰ8122i
許~33~万2910(

問25班が作った製品を調べて上，中，下の3階級に分けたところつぎの表を得た‘

班によって技量に差異が認められるか(危険率5％)．

518（

面I〔

90136C

問3あるテレビドラマを見た170人について批評を求めたところつぎの表を得た

男女の批評に差異が認められるか(危険率5％)．

’頁－F｢雪~壷oまらない|計
更T亜~5418100
妄T珂~281201m
評言5~｢亜~38170

H4A,B,C,Dの4種類の薬品をそれぞれ100個ずつの被試験体に試みて，効力の

有無を調べたところつぎの表を得た．薬品の効力に差異が認められるか(危険率5％)．

A¥B¥C¥D¥計

【》Q~》I［

計’1㈹’10011001100140（
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問52つの工場A,Bで製造している製品に

ついて，検査の結果は右表の通りであった．両工

場に差異が認められるか(危険率5％)．

問650人の患者の症状をA,Bの2組に分け

て，薬効の有無を調べたところ右表を得た．症状

により薬効は違うか(危険率5％)．

[正J1
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994614

99597（

99702（

997814

99841］

99885：

99918

99942：

99959（

9997劃

999帥1

999861

99991：

99994：

99996：

99997‘

99998
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99999：

99999（

523922

563560

帥閉闘

640576

677242

7122釦
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776373
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831472

閲54配

876976

896165

913085

927855

9406別

951543

卿7卵

綴
9別301

984614

988089
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994763

996093
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997882

998462

998896
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999443

99961C
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999815

999874

999915

999943

99996：

99997（

999984

9999Ⅸ
999994

99999（
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帥64別
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別7850

833977

8576帥
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８
７
９
２
０
６
８
１
４

開
闘
創
刊
剛
珊
蛎
捌
Ⅷ

剛
Ⅷ
卿
側
鮪
鮪
鮪
Ｗ
９
984997
98839（

99110（

993244

994915

996201

997191

99794（

99851］

99893（

99923!

99946：

99962

99974（

99982:

999871

999911

999941

99996‘

99997’

99998

99999

99999

99999

531881

571424

610261

6480”

684386

71卯43

751748

782305

810570

836457

859929

881剛

899727

916207

930563

94狐7
953521

962462

969946

976148

981237

985371

988696

991344

993431

9950叡

996319

997282

99帥12

99855§

998965

999264

99948］

9996証
99974（

9998薮

99988;

999922

9999唖

99996（

99997（

9999段

99999コ

99999』

999991

535856

575345

614092

651732

687933

722405

754卯3

7弱236

813鮒

838913

髄2143

882977

卯1475

917736

931888

944083

954486

鮎3273

97帖21

976705

981691

9断38

988989

991576

993613

995201

996427

997365

99帥74

998605

998999

999289

999499

999651

999759

999835

999888

999925

999950

999967

999978

999986

999991

999994

999997
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町

こ
こ
宇
目
ｕ
、
こ
皿
目
ご
帝
町
。
ご
ぱ
咽
心
ｃ
ｃ
唾
。
‐
唖
吟
。
‐
①
。

唾

8

ぶ
こ
『
戸
画
’
坦
飼
【
⑮
嗣
園
【
範
．
『
函
【
唖
西
『
【
『
の
。
『
の
面
の
『
。
の
寸
雨
函
の
●
↑
↑
函
●
郵
阜
『
つ
↑
の
。
』
＠

ｍ
・
の
国
【
『
・
寸
劇
【
『
・
の
【
【
『
。
”
【
同
の
。
↑
。
【
。
・
ぬ
の
ｍ
●
の
四
の
。
・
四
”
。
ｍ
卜
『
。
①
の
の
。
い
、
⑬
。
『
の
函
・
の
唖

の
●
の
弓
宛
●
函
［
【
の
．
①
三
の
●
【
。
【
の
●
の
⑳
『
．
ｍ
の
、
．
①
卜
『
．
『
卜
の
●
寺
の
寺
●
つ
の
函
・
↑
ぬ
唖
●
宛
ぬ
肉
【
ぬ

国
『
こ
【
剣
０
つ
色
【
。
画
の
垣
。
軍
の
ｍ
”
②
の
ド
ト
”
節
の
卜
。
『
の
”
喧
叩
↑
。
【
ぬ
の
。
の
守
寺
。
叩
寺
”
鋪
ぐ

つ
・
函
の
却
・
”
四
宛
。
宛
ぬ
胃
。
の
卜
寺
・
マ
ト
つ
．
↑
の
師
・
の
唖
の
。
函
唖
叩
。
の
》
函
。
の
寺
叩
・
つ
マ
叩
。
↑
”
叩
・
唖
め

い
・
の
↑
函
・
の
卜
守
．
『
卜
垣
．
』
の
函
●
ぬ
の
碗
・
＠
ぬ
の
●
の
寺
の
●
唖
寺
卜
・
ト
の
四
・
『
ぬ
壷
函
的
卜
・
匝
函
Ｑ
の
因

め
。
の
①
や
。
宛
や
、
●
①
唖
函
。
ぬ
い
函
。
［
ぬ
の
●
唖
寺
雨
・
の
、
卜
。
宛
ぬ
【
・
の
函
唖
。
廻
国
》
・
郵
函
函
。
函
函
卜
・
つ
函

い
’
函
唖
②
。
つ
い
。
。
睦
寺
四
・
雨
郡
め
。
つ
寺
四
・
却
唖
宛
。
の
雨
の
。
寸
園
＠
．
つ
函
の
》
。
ｍ
【
の
吟
。
。
【
唖
の
。
マ
【
の
犀
●
ぬ
【

”
●
函
噸
の
●
の
『
卜
・
の
寸
＠
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函
寸
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・
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宛
卜
●
ぬ
、
宛
．
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風
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●
ぬ
函
ト
ト
・
の
［
『
ト
・
卜
汽
の
つ
●
の
『
＠
Ｎ
》
［
画
『
●
の
『

つ
・
司
哩
函
●
⑰
『
唖
。
マ
マ
”
・
両
守
の
。
↑
ぬ
＠
・
函
宛
め
。
↑
函
↑
・
函
函
郵
の
。
ｍ
『
め
①
。
①
『
『
ぬ
。
ｍ
【
の
叩
。
ｍ
『
垣
郵
・
函
【

の
。
①
寺
一
。
』
可
函
●
ぬ
ぐ
両
。
色
寸
↑
。
＠
ぬ
唖
・
『
宛
め
。
の
函
↑
。
『
函
『
『
。
ｍ
【
唖
『
・
の
【
↑
唖
・
可
【
②
の
。
“
【
『
函
。
【
【

唖
●
⑯
寸
②
●
ぬ
寺
①
．
『
寸
の
●
函
輔
の
●
ぬ
、
罰
○
ぬ
の
●
ぬ
函
四
つ
函
の
函
●
卜
【
②
ｍ
・
閏
》
四
・
ｍ
【
ｏ
勾
函
【
の
『
・
目

③
。
の
》
宛
。
マ
マ
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。
つ
寺
吟
。
↑
ぬ
寺
。
守
師
雨
。
の
函
師
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『
函
守
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。
の
『
．
一
寸
・
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【
『
④
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勺
『
画
『
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。
つ
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唖
寸
②
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守
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》
・
の
宛
函
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函
。
の
函
”
・
の
因
づ
つ
。
の
『
の
の
。
唖
【
ゆ
め
●
ぬ
『
つ
寺
。
函
【
の
的
。
。
『
の
四
・
の

函
マ
マ
②
●
【
守
『
画
雨
闘
い
宛
つ
●
函
宛
『
●
卜
函
ｍ
・
函
函
寸
司
画
『
、
四
・
宮
の
。
●
閏
の
。
●
目
つ
函
・
宮
の
画
・
の

②
雨
寺
宛
ご
マ
の
喧
宛
の
弱
”
ｍ
づ
め
つ
喧
園
”
『
函
寸
函
蔭
【
寸
負
嵩
寸
的
圏
”
の
●
自
》
ぬ
の
》
の
画

》
。
【
寺
④
。
②
”
ｍ
●
い
め
吟
。
函
銅
の
。
①
函
の
。
寸
函
函
・
つ
副
寺
の
●
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【
寸
函
●
ぬ
［
の
唖
・
『
【
四
国
。
。
【
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①
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”
ｍ
ｏ
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つ
・
等
む
ぽ
銅
蜘
寸
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【
ぬ
司
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前
面
寸
頃
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【
唖
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召
》
、
閏
湯
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胃
つ
い
鋪
の
函
画
の
呼
蔭
．

垣
”
ぬ
慰
む
”
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函
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門
ご
宛
珂
卜
函
障
函
函
寸
師
●
胃
の
哩
菖
唖
廻
目
閏
・
自
扇
面
師
の
蔭
寸
勾
の

函
●
↑
ぬ
璽
郵
宛
哩
扇
の
画
副
つ
・
の
函
。
『
函
寸
師
蔭
汽
ｍ
Ｑ
ｍ
【
。
ｍ
ご
【
の
、
●
。
飼
函
画
『
つ
蔭
の
函
○

屋
い
ぬ
璽
飼
”
肉
つ
め
④
蔭
副
の
認
函
唖
つ
函
》
ぬ
の
『
の
陰
画
【
の
豆
冒
↑
＠
画
＠
ぬ
蔭
『
罰
の
◎
ト
崎

翰
寸
雨
ｅ
闘
雨
⑯
画
函
”
廻
副
い
”
函
吟
珂
①
門
寺
ぬ
い
［
『
の
目
甘
の
●
の
の
の
卜
【
の
①
『
の
唖
寺
『
噛

め
。
函
師
垣
。
今
宛
唖
置
函
つ
。
埠
副
、
薗
函
叩
函
●
ぬ
【
寸
的
。
寸
『
寺
つ
・
司
門
唖
哩
②
の
勾
卜
の
函
●
の
ｍ
函
喧
。
の
。
可

の
。
百
ｍ
『
ｏ
旬
副
『
。
③
函
吟
・
銅
副
『
・
【
函
函
『
・
ト
［
寸
飼
●
ぬ
【
↑
『
。
。
『
の
卜
。
ト
ト
唖
・
の
師
の
・
ぬ
の
の
。
寺
ト
つ
。
郵

頃
の
雨
喝
↑
甑
障
寸
函
司
函
園
『
四
ｍ
【
ｍ
の
い
［
寺
”
函
【
つ
ぬ
の
郵
○
蔭
の
璽
唖
『
つ
輔
『
『
寺
↑
唖
・
め

い
”
函
剣
の
劉
、
輔
函
Ｑ
詞
園
い
ぬ
●
の
『
ゆ
め
爺
［
郵
飽
目
マ
マ
画
つ
め
⑮
ｍ
闘
い
。
マ
マ
↑
ぬ
宛
ト
つ
両

国
廻
圃
屋
寸
函
①
．
詞
の
む
ぶ
両
⑩
副
卜
［
つ
屋
の
『
寺
め
づ
【
ぬ
唖
嘩
め
ぬ
唖
い
ぬ
爺
函
函
輔
⑯
つ
輔
つ
の
雨

勾
圏
珂
罰
哩
扇
扇
・
胃
＄
・
閏
昭
・
目
詔
飼
鷲
⑥
馬
爺
話
輔
関
輔
鋸
函
白
雨

廻
師
函
境
胃
蜘
因
Ｑ
の
【
函
唖
喧
再
四
廻
寸
『
の
”
・
目
司
雨
画
。
①
回
卜
『
爺
の
雨
鋪
。
↑
函
の
つ
詞
い
ぬ
陰
【

つ
。
函
函
詞
。
ｅ
園
め
い
。
卜
『
肖
哩
。
唖
門
の
ｍ
●
ぬ
【
函
蜘
。
。
【
》
函
。
ト
ト
。
。
い
の
寺
●
ぬ
、
ト
。
函
⑭
『
・
函
の
寺
の
●
【
マ
マ
駒
。
『

ぬ
。
○
函
函
琴
。
⑰
［
利
○
・
の
『
Ｆ
ｅ
・
可
【
函
つ
。
函
【
寺
つ
。
の
い
、
●
の
の
函
・
寸
の
ｍ
・
函
↑
『
・
函
つ
、
の
●
【
⑦
の
函
。
【
の
四
つ
。
。

の
叩
・
の
『
詞
の
。
の
村
唖
郵
。
寺
【
函
埠
・
函
【
守
の
●
つ
【
寺
の
。
卜
唖
ｍ
●
ぬ
唖
寺
。
の
○
函
・
唖
唖
師
の
。
【
卜
ｍ
函
・
【
画
医
四
・
○
の
卜
の
。
。

糧
・
雪
ｇ
・
習
認
・
閏
ｓ
●
胃
葛
・
の
９
。
湯
却
乞
雨
Ｏ
Ｂ
割
の
。
『
【
認
づ
謡
い
づ
画
弓
・
・

の
頃
寸
【
⑱
函
輔
【
守
『
・
弓
②
守
舗
②
障
卜
の
酌
輔
の
の
鋪
の
唖
Ｑ
Ｒ
寸
垣
Ｑ
【
。
い
づ
》
⑩
寸
づ
ト
の
副
つ
卜
。
函
づ

誌
●
閏
認
・
目
潟
・
の
房
．
↑
爵
・
の
弓
寸
馬
・
函
曾
目
謎
唖
・
○
函
罵
．
。
雪
副
っ
閏
９
雷
卜
二

つ
廻
冒
司
勾
の
四
宛
嘩
の
動
画
『
①
寺
卜
障
函
＠
ｍ
の
．
【
ぬ
↑
ぬ
づ
弓
函
づ
の
ｏ
『
づ
の
つ
い
つ
づ
『
○
函
つ
ど
○
宮
つ
づ

め
”
・
卜
師
の
。
の
函
。
●
ぬ
琴
の
。
”
『
一
．
函
師
函
、
。
［
唖
唖
寺
。
。
画
つ
【
・
つ
め
い
『
○
・
○
ｍ
ｍ
ｍ
ｃ
ｏ
。
。
因
め
の
○
つ
○
・
つ
↑
ぬ
『
つ
つ
つ
。
。
頭
の
の
つ
。
。
。
。
。
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0.Of 0.02E 0.0121 0.005 0.0025 0.0005

１
２
３
４
５
６
７
８
９

０
１
２
３
４
５
６
７
８
９

別
別
助
羽
塑
踊
茄
幻
朋
別
釦
如
帥
別
函

１
１
１
１
１
１
１
１
１
１

ー

6.3138

2.92Ⅸ

2.3534

2.1318

別
記
妬
妬
釦
弱
弱
羽
的
過
０
９
６
１
１
７
７
１
９
９
別
記
調
ｕ
瓢
乃
釣
Ⅳ
万
⑱

認
妬
鋤
拠
別
別
別
Ⅳ
昭
加
０
０
０
０
９
９
８
７
５
４

Ⅲ
別
別
関
脇
別
門
氾
刀
柘
７
７
７
７
７
７
７
７
７
７
７
７
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７
６
６
６
６
６
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●
●
●
●
●

●
●
●
●
●

●
●
●
●
●

●
●
●
●
●

●
●
●
●
●

●
●
●
●
●

２
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１
１
１
１
１
１
１
１
１
１
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１
１
１
１
１
１
１
１
１
１
１
１
１
１
１
１

12.70（

4.3027

3.1825

2.7764

2.5706

2.4469

2.3646

2.3060
2.2622

2.2281

2.201〔

2.178喝

2.1604
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2.0452
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2.0211
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1.9799
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25.472

6.205：
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3.4954
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2.9687

2.8412
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2.633f
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2.560〔
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2.5096

2.4899
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2.4581
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2.3846
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3.3554
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3.0545
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０
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３
３
３
３
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伽
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Ⅷ
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捌
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３
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６
１
２
８
６
５
５
５
４
４
４
４
４
４
４
４
３
３
３
３
３
３
３
３
３
３
３
３
３
３
３
３
３
３

6



ｇ
・
墨
函
撫
捧
余
－
国

田
蝋
迄
〕

8 碗『
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ぬ
‐
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唾
唖
唾
嘩

一
つ
一
・
国

画
函
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●
函

つ
め
函
。
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③
＠
ぬ
。
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ぬ
や
。
寸
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－<第1章>－

P.8問1平均153.89,標準偏差5.46問2略

問341点から65点までの者は25人いる．

V.13問似錘=72.8,ぴお2=3.96;2,=69.5,ぴ"2=32;o=0.746

－<第2章>－

P､77問赤玉をPi,P2,Rs,白玉をWt,w.と区別して

5={(*1,*&…,iR2,RAiR,,W,),….iWuWM

p.18問】聖苓塑念問,書=去問，き,号号さ

剛eC,×急×sC,器剛念=圭問‘」=上lô s90
問7塁竺塗望竺上

52̂5

"，問’''論’2'器’3'器’4'器
P.24問1m-sS*-(2)̂ 竺̂竺間21-4f-=互

iooCio iooCio 10C324

問3甲，乙，丙が勝つという事象をそれぞれBuBz,B$,宛回目に始めて表が出

るという事象をil(=l,2.…)とすると，

Bi=UA卸－2,Bz=UAo冗一i,Ss=UA冗．
冗＝1 れ＝1 泥＝1

これより,甲は今乙は号丙は÷

問4111長｛21主（31美

5̂P(X=0)=i,P(X=1)=|,P(X=2)=|,P(X=3)=̂,

Pix=4)=Lrix=5)=

問6P(X=10)=iPiX≦S>=LP(X>9)=|

"‘問*S"̂(wo)(w)『剛是
p〃問1p(x=o)=P(X=5)=JLP(X=1)=P(X=4)=L
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P(X=2)=P(X=3)=|

１
２
３
４
５

，
Ｊ
く
く
く
く
く
、
ｊ

〈
Ｕ
〃
〃
〃
鉛
”
〃

く
く
一
く
一
三
く
一
く
一
く
一

鉛
〈
Ｕ
１
ワ
臼
３
４
Ｆ
Ｄ

く
く
く
く
く
く
く

０
１
一
塊
６
｜
躯
陥
一
鋤
茄
一
塊
別
一
塊
１

Fix)=

P(X≦2)=F(2)=|,P(1<X≦3)=P(3)-F(2)=f
(1)PiX≦α)(2)P(8<X≦γ）

定理2.10と同様．

2つのサイコロの目を表す確率変数をそれぞれXi,X2とするとき，目の和

X=Xi+X2,目の積Y=X,｡Xz,かつX,とx.は独立．

これらより(X)=7,.,(X)=f

EiY)=等｡2(y)=79if|
E(X)=1,<jHX)=1

M(0)=(i-e'+i-Y,(X)=|,o>iX)=l
'<αの時>*m=-j.EiX)̂,aW=i

問2

３
１

問
間
問

p､35

p､40

の
色
利
ユ
⑨
盈

問
問
間

８４ｐ

－<第3章>－

p“問1EiX)=急庵筈‘-"="‘‘-悟r肩7『="‘
“77zルー1

HX)=急増‘-錘-"圏=畠たて両7『g-m_̂2
--772*

＝銅‘一躍{急(礎-')雀孟十≦て筈売}-〃
＝”e-m("e､＋e､)一〃＝加

問2100個の中に含まれる不良品の個数を表す確率変数をXとすると，求める
確率はPCX≧1.



解

/.PCX≧1)＝1－P(X＝0)＝1-,00CO(0.002)0(0.998)'00

＝1－等辺‘-．麹='-0川7=0Ⅲヨ
(1)0.135％(2)2.275％問22．275％，19.741別

0.00135,0.226627

標本平均4.38,標本分散0.1773

(1)0.001070(2)0.177016

(1)0.079270(2)0．5(3)0.002327

0.000736,0.944083問4略

0.000224問60.015778

答7“

１
１
２
１
２
３
５

問
問
問
問
間
間
問

〃
Ｌ
』
似
“
』
〃
凸
，
〃
ｒ
し
ｒ
詞
Ｌ

５
６
６
６
６

●
●
●
●
●

ｐ
ｐ
ｐ
ｐ
ｐ

p・“

－<第5章>-

0.10261<<0.10339(mm)問232.76<iu<38.04(歳）

毎＝7.845,5=0.388

信頼度95％のとき，7.7912＜"＜7.8988

信頼度99％のとき，7.7742＜解く7.9158

毎＝11.6,10.811＜似く12.389問50.33755＜似く0.76645

=14.525,5=0.66313.9706</i<15.0794

0.4038</><0.4362F4120.126<<0.274

0.2102</><0.3818問40．038<P<0.308

0.509＜′＜0.913

-2.604＜“－"5<6.204(点）問2-6.896<//4－′5<-0.104

1.8571<ua－似5<3.1429

2.042＜似A一似5<4．758

4̂=1495,9542=191588,Xb=1093,9552=52720

292.59＜似4－′2K511.41

-0.1647＜’4－′5<-0.0353問2-0.01355<A－Pb<0.19695

67.286＜ぴ2＜311.929問20.0730＜ぴ2＜0.6916

V.98問1

問3
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p､707問1

p.108問1

－<第6章>－

全国平均より高い

この日の製品が特に悪いとはいえない

会社側の公表を否定できる．

全平均は12オンスより少ないとはいえない．

母平均は3.26であるを否定できない．

A案に賛成するものは半数以上である．

間
間
問
間
間
問

３
６

７

７

７

７

ｐ
ｐ
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男女の出生率が異なるとはいえない．

20％以上，50％以下とは限らない．

20％以上，40％以下とは限らない．

母分散に変化があったとはいえない．

バラツキに差があるとはいえない．

(危険率5％）母平均に差異がある．

(危険率1％）母平均に差異があるとはいえない．

母平均に差異がある．

午前と午後の製品の強さに差が認められる．

平均寿命に差があるとはいえない．

成績に差があるとはいえない．

平均時間に差があるとはいえない．

支持者が増したといえる．

男子と女子で，8時間以上睡眠する人の比率が異なるとはいえない．

9：3：3：1に適合していないとはいえない．

”＝2のポアッソン分布に従っていないとはいえない．

両科目の成績に関係がある．

技量に差異があるとはいえない．

男女の批評に差異があるとはいえない．

A,B,C,Dの薬品の効力に差が認められる．

両工場に差異があるとはいえない．

A,Bの薬効に差異があるとはいえない．
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索 引

ｵｰ分布75

ｵｰ分布表77

適合度の検定724

データ2

点推定92

統計量59

等分散の検定720

等平均の検定777

特性値7

独立37

独立事象20

独立性の検定727

度数2

度数多角形4

度数柱図表3

度数分布3

度数分布曲線4

度数分布表2

試行75

事象75

自由度宛のx－分布74

自由度〃の’一分布77

自由度",刀のF-分布80

周辺分布70

乗法定理20

信頼区間93

信頼係数93

信頼限界93

信頼度93

推測統計学7

推定量97

数学的確率77

スターリングの近似式77

正規分布34,55

正規分布曲線55

正規分布の再生性57

正規分布表56

積事象76

全事象76

相関係数70

相関図70

相関表8

相対度数3

ア行

Fと分布78,80

F-分布表80

力行

回帰係数73

回帰直線73

階級3

z*-分布7J

2*-分布表74

**-分布の再生性74

確率75

確率分布26

確率変数25

確率密度26

確率密度関数27

仮説770

仮説の検定709

片側検定777

片側危険率777

加法定理79

ガンマ関数77

危険率93，770

記述統計学7

基本事象77

帰無仮説770

級心3

共分散70

空事象76

区間推定92

経験的確率78

ナ行

二項分布49

二次元確率密度28

二次元確率密度関数29

二次元分布28

ハ行

排反事象76

ヒストグラム

標準正規分布55

標準偏差5

標本7，59

標本空間75

標本標準偏差60

標本分散60

標本分布80

夕行

大数の法則78,“

第1次検定722

第2次検定722

第1種の誤り770

第2種の誤り770

単純事象75

チェビシェフの不等式

中心極限定理64

行

８

サ

理定のびｎｏ

7，47
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標本平均60

比率差の推定706

比率の検定774

比率の推定98

不偏推定値92

不偏推定量92

分割表727

分散5，35

分布関数26,77

平均5，35

ベイズの定理22

ベータ関数77

ポアッソン分布52

母集団7，59

母分散59

母分散の検定776

母分散の推定707

母平均59

母平均差の推定702

母平均の検定770

母平均の推定93

有限母集団35,59

余事象76

ラ行

ラプラスの定義

ラプラスの定理

離散的確率変数

両側危険率777

両側検定777

連続的確率変数

〃
妬
”

マ行

無限母集団35

モーメント母関数“

ヤ行

有意水準93,770

27

ワ行

和事象76
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