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錘ラケ垂とそ‐〃志用

＜要点整理＞

｜ 重要な関数の極限

①lim竺旦聖=1, lim
寡－0 エ ェ－0
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関数の連続

ブ(Q), 1imf(z)が共に有限確定し，
寡一｡

関数ブ（元)は元＝αで連続であるという。

limf(z)=f(a)が成り立つとき
丞一■
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、
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エーα

微分可能と連続

関数ブ（元)がZ==αで微分可能ならば， その点で連続である。
（逆命題は不成立）

いろいろな微分法

｛ブ(x)･9(x)} '=/'(x)9(工)+r(x)9'(z)

{鶚)と"" L'(z)｣ {9(z)}'

ゞに{器扇)皇-鵲『，
③合成関数の微分

y=f(zJ), "=9(z)のとき，
“
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(4)媒介変数で表された関数の微分
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回中間値の定理

関数ブ（元)が区間[a, b]で連続でf(d)≠ブ(6)のとき， ブ（α）とブ(6)

の間の任意の値左に対して, f(c)="(a<c<6)なるcが存在する。

田ロルの定理

関数/(z)が閉区間[a, 6]で連続，開区間(q, 6)で微分可能で，

ブ(d)=/(b)ならばメ'(c)=0, d<c<6となるcが存在する。

回平均値の定理

関数ブ（蕗)が閉区間[α， 6］で連続開区間(α' 6)で微分可能ならば

q<c<6となるcが存在する。ブ（6）一ブ（α）＝ブ'(c),
6－a

回接線・法線の方程式

曲線y=f(z)上の点(a, /(a))における

接線の方程式は y-/(a)=f' (Q)(葬一α）

法縁の方程式健，-′(α)--六)(露-厘) (ただし,,,(α)篝0）

m増減・極値

（鯛ﾐ僻淵震繍雛①

㈹艫:蕊喜概雲鱒霊|簔麗②

回曲線の凹凸・変曲点

｛)職;観照|鰯嚇：①

②ｿ"（元)の符号が元＝αの前後で符号が変わるとき，

曲線上の点(α，ブ（α))はこの曲線y=/(x)の変曲点という。

極大

極小

I
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閏委文‐ｵ亟頂良牽玉【軍

I 次の極限を求めよ。［1］
一一

(2) 1im-ZEuz
韮→01-cos"

(1) liI

X→0 弟

('十:)．(3) lim
n－

｜
I

’

α､/禿~千~『－6 =上であるとき，定数･の値を求めよ。
3

[2] (1) liu
j 工÷1 其－1

(2) lim(､/万~軍手~5~r+")=－1が成り立つように,定数α, bの値
X→･=－

を求めよ。
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[3] c, bを定数とする。/(")=1
、

’が， 邦＞0において連続関数となる条件は[－庵ある。

[4］右図において，点Aおよび点Cは動点であり，点CはBD上を動く。

AB=1, AC=2, BD=3とし,4ABC=8とする。

(1) BC=邦として， 蛇をeを用いて表すと，

A
邦＝｢~〒－にose+

となる。

(2)三角形ABCの面積をS(8)とすると，

鞠半=E二ｺとなる。

{3)Mwf-m
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名鋲づう誉とﾁ妾糸泉莞2匹ヨ

[5］次の関数を微分せよ。

（1） γ＝堅塁
元2

(3) y=log(r2+1)--垂一
韓2＋1

(2) y=､/E~¥~F罰而烹

(4) y="!｡葱韮

[6］関数/(難)が苑＝αにおいて微分可能であるとき，次の極限値をd,

J(G), f'(G)を用いて表せ。

(1) lim {f(")12-{･f(Q)}2
発→α 尤一α

(2) ,im lcf(")}2-{虻ノ(c)}2
X→α 苑一a
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’
[7］ （1）曲線y=log韮の接線のうちで点(0,-1)を通るものの方程式は

γ＝言淀ある。ただし，対数は自然対数とする。

(2)曲線γ=等王(難>0)上の点(p,q)における接線の方程式を求めよ。

次にp→“のとき， この接線の傾きおよびy切片は，それぞれどうなるか

調べよ。

[8］ 2つの曲線γ=21og苑とy=α邦2がある点で共通接線をもつとする。

定数αの値および接点の座標を求めよ。
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芦宮3Eコ閏塗の士書減・オ壷ｲ『萱

I

[9] (1)関数γ一等(翼>’)の極大値はE二ｺである。

値竿蓬(2)関数f(")=Gsin2"+bcos銘は銘＝ユ汀のとき，
6

もつ。係数α, bを求めよ。

極大

I

関数'(態)-丁鶚壼(-:<"<:露）
／(苑)の増減を調べ， また極値を求めよ。

曲線y=J(")の凹凸を調べよ。

lim/(")およびlim/(")を求めよ。
元一一f十o 其室f-0

曲線y=/(%)の概形をかけ。

[10] について
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[ll]座標平面上の3点A(-1, 0), B(1, 3

y=m"+1への距離の平方和Sを求めよ。‘

と変曲点を調べて，そのグラフの概形をかけ。

3), C(2, 0)から直線

次にp mの関数Sの極値

ｌ
ｊ
１

２
ｕ
似

１ｔ 関数J(蛇)＝｜犯－11e¥+Q難について

/(0)+el(1)=0であるように定数0の値を定めよ。

(1)のとき， ノ(邦)に極値があればそれを求めよ。
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▽

菫4匝．墨大・墨副、

[13］関数f(")=exsin"(O≦苑≦9)の最大値と最小値を求めよ。

[14］ 曲線y="2+邦上の点(α,q2+Q)における接線に点(1,-q2+Q)

から下ろした菱線の長さを'(．)とする｡-f≦｡≦'のとき,最大値‘最
小値を求めよ。
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[15]点Oを(0,0)とし，点Aを(1, 0)とする。円蛇2+y2=1の周上で

y>0の部分に点Pをとり,4AOP-9 (0<e<")とする。また，

Pから井軸へ下ろした垂線の足をQとする。

(1)4APQの面積S(8)を求めよ。

(2) S(9)の最大値を求めよ。
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[16]曲線y=e-悪上の点P(a,e~c) (ただし， α>-1)における接線と

罪軸およびy軸とで囲まれる三角形の面積をS(G)とする。

(1) S(Q)を求めよ。

（2）関数S(0)のグラフの凹凸を調べ, S(Q)の最大値を求めよ。
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１
１

=5E。方程王這 不等式ご～‐応用

[17］実数α, bに対して，次の問いに答えよ。ただし, lim三二＝｡。
苑→E"" '

n=1,2,…を用いてよい。

(1) ex=α苑の解の個数を調べよ。

(2) er=b"2の解の個数を調べよ。
I

1

[18］方程式log"=一苑2+3"+pが3個の相異なる実数解をもつための

pの範囲を求めよ。ただし, log2=0.6931…とする。
I
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[19]不等式3"<2sin"+t加謁が0<"<:の範囲で成立することを
証明せよ。

[20]任意の難>0に対してlogeｪ<α､/秀が成り立つようなαの範囲を求

めよ・
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’葎分灌とそ‐〃さ用

＜要点整理

田不定積分

F'(x)=f(x)のとき, F(x)をブ(x)の不定積

①／璽・‘雲--三里｡． (α拳-'）α＋1

側/｡i,"@"--…･‘
｡／・｡‘雲－．．寺．

’

｜'(‘)"とかく分といい, F(x)=

〔
し

（
し
〔
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＋

＋
＋
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ｚ
．
、
ｚ
α
α

昭

Ｓ

叩
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１

１

元
一
一

一
一
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工

元

元
α

鄙
哩
《
、
募
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－
蕪
ｍ
ａ

ｒ
ｌ
Ｊ
ｒ
ｌ
Ｊ
ｒ
ｊ
Ｊ

②
⑳
⑥

I

回匿換積分法

”-,(‘)のとゞ/'(,(!)),'(I).
①／'(‘)‘雲-”)とすると／'(‘
②/'r(')'｡''(')･"-F+TI/(,)'

③/器』dZ=logl'(璽咋c

／(")‘”r=

z+6)dz=1F(αエ+6)+C
a

｜

’

､1+C

回部分積分法

/r(')g'(m)d"-r(K),(')-/''（ )･9(x)dz

四定積分

'(‘)の不定演分の'つを，(，)とお《上I

(ml>(K'@"-' ②〃(x)
倒剴ｼ(‘)"='(” 側〃(”

O

/(x)4x=[F(x)]:=F(b)-F(')

伽)‘“dX=-

"-〃(Ⅲ)"寺〃(剛)“
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L

固偶関数，奇関数の定積分

①ブ（一元）＝一ブ（ェ)のとき， 伽)－．
1)(").､-2"(")@"②ブ（－z）＝ゾ（葬)のとき，

固定積分と不等式

①‘≦"≦‘で'")≧…“か(‘)"鬘0(等号臆'(‘)-0）
②‘≦"≦‘で'")≦,("らばん"≦I;(:)4:(等号憾/(z)=9(x))
③α≦元≦6におけるブ(z)の最大値をM,最小値を疵とすれば

”《‘-‘)≦か)‘"≦M(6-a)

田積分の平均値の定理

f(z)が閉区間[a,b]で連続ならば

1>(雪)"-(‘-‘)'(‘入‘<‘<‘
なるcが存在する。

回定積分と級数

倍)- ﾝ(蕊)‘エブ
■－1

＝
と－0鶴 /(:)=鑑

■

＝
b－1

回面積

メ（罪)， 9（罪)が区間α≦蕗≦bで連続でメ（邦）≧9(x)のとき，

曲線jﾉーメ(x), jノ=9(z)と2直線元＝α, X=6とで囲まれる部分の面積

Sは

＄=伽(")-,(")'‘”
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１
１
日囮体積

曲線y=（垂）と元軸および2直線元＝α, z=6(a<6)とで囲まれる部

分を露軸のまわりに回転してできる立体の体積Vは

，=葱ル'･"-"1｡"(")''""

’

回曲線の長さ

ｂ

β

正
五

一
一
一
一

ｓ
Ｓ

①
②

ﾍ

､

I／1＋｛ブ' (x)}2dx= α”

/{r'(1)}2+{9'(i)}2dr=ﾉ（1(窯)｡倍)， dr

ｌ
ｉ

囮微分方程式

/方"=/'"〕‘エ①旦一ユ=f(x)･9(x)より
d元

／②且-2=f(z).yの解は F(x)=
。宛

f(z)αエとおくと y=AeF(z)

’
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=6E．種ラケの言十章

次の不定積分を求めよ。

|豆睾而

|黄了d"

[21]

（1） １
１

1-sin2"d"(2)
cos2ェ

(4) "log"d"(3)

[22］次の定積分の値を求めよ。

ユ

I.:1,‘""｡'〆‘”
2

1:鑑

邦
‐
α

雨
一

エ
“

石
３
０
万
－
６
発
０

１
１

(1) (2)

(4)(3)
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[23］関数f(")=2cos2%+sin元－1について

（1） 0富ェ≦万+Zまたは2万一王≦苑≦2万のとき， '(邦)アに二コ0
6 6

であり， 万十正≦犯≦2万一里のとき， /(元)イに二コ0である。
6 6

|:．''(筵) '"-” となる。(2)
1

1

1

1

京手-5-5 ' /(0)=0 (o>0)を[24］関数J(邦)が，条件： ’'（邦)＝

満たしている。

(') l:(…I"'' (")d"を求めよ。

(2) l:'")…めよ・

’
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雲7回 ＝積ラケー〃芯用〔1〕

[”‘≦"言｡において定羨された隠款(蕊)-I(2-["･gtdi(*
苑＝アEのとき最大値イ庁.をとり，

ｴ[一一1をとる(2.7<e<2.8)。

難＝ウ向のとき最小値

li[26］ （1） ／(犯)＝上十
苑

tノ(t)dtを満たす関数ノ(苑)を求めよ。

| ''(蕊) '"を求めよ。
4

(2)

-21-
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’

’
[27］関数ノ("), g(")は微分可能で，それらの導関数が連続であるとする。

’

〃")非‘")}‘‘このとき， /(邦)＝上一
2

‘(漣)-畷輌"-l;{'")-g"")I"
を満たすノ(%), g(")を求めよ。

’

[28］ l0I≦1, l b l≦1であるとき，

I(｡,b)-l:(｡｡"ｪ兼b…)3d"
の最大，最小を考える。

I

|;魯航｡…‘蕊-ｧ[ョ|;…･‘蕊"-ｨ[弓
であるから, I(0,b)=ウ-と表される。いま, bを固定しαを動か

したときのI(c,b)の股大値はエF－1最小値はオ[＼となる。次い

で, bを動かすことにより，求める最大値力[二三ｺ最小値ｷFｺを得る。

これらは，それぞれ(G,b)=ク[訂(c,b)=';r､のときである。

’
↓

！
｜
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壼8匹。壼程fラヶ垣巧蒔用〔2〕

[29］次の積分について，下記の(1)， (2)に答えよ。

'(｡)-I'(…-G")2d"
（1） '(α)を計算せよ。

（2） /(α)の最小値を求めよ。

li"]…蕊['( )d!-…l:'" f(t)dt=1のとき

庇(‘)"を穂の関数として表せ。(1)

(2) ／(苑)を求めよ。

－23－
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[31]"I("+1)'+(n+2)'+(n+3)'･…÷(2n)2)…(A)とおく。
、

(1) Zk2を求めよ。
と＝】

（2） (1)の結果を用いて, (A)の値を求めよ。

(3) (A)を定積分を用いて表し，その値を計算せよ。

[32] (1) 0<"<里のとき,4"<sin"<ェが成立することを示せ。
2 万

｜:log(』帯…d"<('+:)'･g('+:)(2)不等式厩'og2<:+
を証明せよ。ただし, logは自然対数を表す。

－24－
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隼9匝。 正面種

[33] ＆を正の定数’ '(蕊)-1-￥+等とするとき
(1) y=f(")のグラフの概形をかけ。

(2)曲線γ-'(難)と躯軸とで囲まれた部分の面積をSとするとき｡号の値
を求めよ。

[34] kは正の定数とする。原点を通る直線が，曲線y=log(k")と第1象限

で接する点をAとし，点Aにおけるこの曲線の法線が， 苑軸と交わる点をB

とする。

（1）点Aの苑座標を求めよ。

（2）点Bの苑座標を求めよ。

（3） この曲線， 発軸および法線ABによって囲まれる部分の面積を求めよ。

－25－
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[35] 2曲線y=念§(Gは正の実数)およびγ-灘'の交点のうち，
第1象限にあるものをPとする。点Pにおける各曲線の接線が直交するとき

（1） αの値およびPの座標を求めよ。

（2） 2曲線が囲む部分の面積を求めよ。

[36］ αを正の定数として，次の式で表される曲線をCとする。

苑=G(9-sin8), y=0(1-cos9) (0<e<")

（1）曲線cの接線のうち， 轄軸の正の向きとユの角をなすものの方程式を求
4

めよ◎

（2）曲線Cと(1)で求めた接線と沁軸で囲まれる図形の面積を求めよ。

I

I
I
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曲糸泉の長＝=10E．体積，

[37］関数ノ(")="+2sin"(0≦鞄≦2だ）について，次の問いに答え

よ。

（1） ノ(苑)の極値を求めよ。

（2）曲線γ＝/(邦)と難軸および直線苑＝2万で囲まれた図形を邦軸の周り

に1回転してできる立体の体積を求めよ。

[38］ －1≦典≦1で定義された関数/(難)＝銘､/~I~=~r胃について次の間に

答えよ。

（1）導関数/'（邦)を求め，曲線y=/(")の概形を描け。

(2) y=f(")のグラフと， 工軸とで囲まれる領域のうちy≧0となるほう

の領域の面積を求めよ。

（3） (2)で面積を求めた領域を苑軸のまわりに回転してできる立体の体積を求

めよ。

－27－
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[39]座標空間において｡ 鰯が0臺懸≦;の範囲を動くとき, 2RP(", 0,
cos2"), Q(", 1－sin", O)を結ぶ直線PQが動いてできる曲面をSとす

る。このとき, Sと3つの座標平面で囲まれる立体の体積を求めよ。

I

’

’

’ [40]対数は自然対数とする。関数ノ(")=log(2sin") (0<"<")につ

いて

（1）増減，極値および凹凸を調べ，曲線y=ノ(邦)の概形をかけ。

（2） この曲線のγ≧Oの部分の長さを求めよ。

－28－
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鐘ラ牙方程式筆11回

[41]微分方程式器=-2躯γ‘がある｡ただし,初期条件は鑓==0のと

き｡ γ-余とする(｡>0)。
（1）微分方程式の解γ＝/(ェ)を求めよ。

＃(2)積分I(G)= γd工を計算せよ。

(3)関数S(c)一江α+I(G)を最小にするαの値と，そのときのS(G)の

値を求めよ。

[42]微分方糧式蕊器+y=log", "=1のときγ=0を解くために。

γ-号とおく｡器-ｱE二ｺとなり. これを解いて解"を求めれば，
u-fE二コとなり， したがってγ＝ウ[司となる。

－29－
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[43］ 次の式を満たす関数/("), g(")を求めよ。

(1) /'（ェ)＝2ノ（虻）＋10, '（0）＝0

(2)陣‘‘")"-"‘寺啄"）

[44］ 第1象限にある曲線C: y=f(")は，点A(1, 1)を通り．次の性質

を満たしているとする。曲線C上の任意の点Pにおける法線と苑軸との交点

をQとし，点Qより直線y=2虻に下ろした垂線の足をRとすれば，直線P

Rは苑軸と直交する。

（1）点Pの座標を(α，ノ（α))とするとき， α， J(α)， ノ'（α)の間に成り

立つ関係式を求めよ。

（2） γ＝′(苑)が満たす微分方程式を求めよ。

（3） f(鈍)を求めよ。
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