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は しがき

この講座は1学期に続いて『数学 I』の内容を最近の入試問題を用いて，実

戦力をつけることを目標にしている。

ハイクラス(H)は入試問題の“標準”から“やや難”の問題

（国立理系，難関私立理系）

スタンダード(S)は入試問題の“基本”から“標準”の問題

（国立文系，中堅私立理系）

ベイシック(B)は入試問題の“基本”の問題

（私立文系）

のように選んであります。

2学期の学習は“考え方” “解き方”を完全に身につけることで， これによって

実力をアップしてもらいたい。そのためには1学期と同様に，次の点に留意して下

さい。

1．週1回の授業で時間的に少ないから，教科書，参考書などで，基本事項の確

認をしておくこと。

2．毎回4個ずつ解説するから，前もって自分で考え， ノートに解いてみること

（解けない場合は途中まででよい)。

3． 90分の講義では問題の要点をつかむことを心掛けること。

4．必ず復習して重要事項を完全に覚え込むこと。

5．理解できないところがあれば遠慮なく質問して身につけること。

i

以上であるが，数学は簡単に実力がつくものではない。時間をかけてコッコッ努

力することが大切であるから途中でくじけないように頑張ってもらいたい。
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1．数と式

【1】 〃ZD〃を自然数とする。次の間に答えなさい。

（1）〃5－1を因数分解しなさい。

（2）〃4＋〃3＋〃2＋〃＋1は奇数であることを証明しなさい。

（3）〃5を2mで割った余りが1のとき， 〃を2n'で割った余りも1であることを

証明しなさい。

【2】次の F－1をうめよ。
Q,b,CはOでない実数で，

cα＋α2=ob+bc=bc+_cq=k
bC ca αb

であるとする｡このとき，妾十妾十坐=0ならば, kの値はx=E-~1となり，Q b c

告十号十号≠， k=[,ならば， となる。
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【3】

五十上=｡,z+z=b,z+==c の3つの式からX,j/ ,Zを消去して，
J/ X Z y X Z

(z,b,Cの関係式を作れ。

【4】2次式r(x)=x2+(zx+bにおいて, r(x2)がr(x)で割り切れる場合の

すべてのr(x)を示せ。
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【5】 α’6を自然数とする。つぎの問に答えよ。
（1）α2を7で割った余りは， 0， 1， 2， 4のいずれかに等しいことを示せ。
（2）α2＋62が7の倍数ならば， α'6 は共に7の倍数であることを示せ。

【6】次の問いに答えよ。

(1) 〃は正の整数， 〃＋3は7の倍数， 〃＋7は3の倍数であるとする。 〃＋10を

21で割ると余りは幾らか。また， そのような〃のうちで100に最も近いもの

は幾らか。

(2) αの多項式a。－1がα－1で割り切れることを用いて， 7．－1を48で割っ

たときの余りを次の(7)， （ｲ)の場合に分けて求めよ。ただし， 〃は自然数と

する。

（ｱ） 〃が偶数のとき

（ｲ） 〃が奇数のとき

－6－
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【7】 k,/ ,",〃をk>/>">〃およびk2+"2="2+/2を満たす自然数とする。

ここでα1=t+ノ , cI2=k-!, Q3="+", Q4=〃一〃とおいて2組の積

を作ると， それらの間にはa!α[二コ=α[二ｺα[．の関係がある。またα1 ,α2 ，
α3 ,α‘の大小関係はα[二コ〉αに｡〉α[二コ〉α[二1である。 α!が奇数のとα3 ，α4の天小闇悌偲αL一｣＞αL一｣＞αL－｣>Ql iである。 α【が奇3

きα!＋α2＋α3＋α‘を最小にするα！ を求めるとa！ ＝[コである。
したがって,k+/が奇数のとき2(k+"z )を最小にするk,/ ,",〃は

k=｢二コ, I=E二コ， 〃＝に二コ, "=[－－－1である。

【S](1) ",αを互いに素な正の整数とする。平面上の点(p,0)と点(0,9)を

結ぶ線分上にはこの2点以外の格子点が存在しないことを示せ。ただし，
格子点とは， そのx座標, y座標がともに整数であるような点をいう。

(2)不等式o<x<p, o<j,<,,=+f<｣を満たす格子点(x, y)の
個数をp,9を使って表せ。
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2．方程式・不等式

【9】次の問いに答えよ。

（1） 2次方程式x2-2"Ix+"+2=0が，正の解を少なくとも1個もつよう
な実数〃の範囲を求めよ。

(2) xの2次方程式x2+4Xx+5え－1=0の2つの解がともに－2より大き
いように，実数の定数kの値の範囲を求めよ。

【10】次の問いに答えよ。

（1） 2次方程式x2-4X+Q=0が，絶対値の和が8であるような2つの実数

解をもつとき， α＝[二コである。
（2） 2次方程式x2+(p-3)X+1=0の2つの解をα，βとするとき，

(1+pq+a2)(1+pe+B2) の値を求めよ。

夕
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【11](1) Q,b,cを実数とするとき, q2+62+c2－ab-bc-ca≧O

を証明せよ。

(2) Q,6,cはたがいに異なる0でない実数とする。このときxの2次方程式

qX2－26x+c=0…①, bx2-2CX+Q=0…②，

cx2-2dx+6=0…③

の少なくとも1つは異なる実数解をもつことを証明せよ。

（3） (2)の条件のもとで， (2)の①，②，③を同時に満たす解は存在しないこと

を背理法で証明せよ。

【12】実数p,9,r.がp+9+r=1とp2+92+r.2=1を満足しているとき，

(1) 9,rを2つの解とする2次方程式x2+AX+B=0の係数A,Bは， それ

ぞれpのどんな式か。

(2) pの最小値を求めよ。

(3) p≧9, p≧rとしたときのpの最小値を求めよ。
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【13】係数が実数である方程式
x4+kx2+(M+6=0

が実数解と虚数解をもち，虚数解の一つは1+2jである。
(1) 1-2jも解であることを示せ。
(2) kの満たす条件を求めよ。

【14](1) xについての方程式x+4=!が相異なる2つの正の解をもつための実数
X

rの条件を求めよ。

(2) xについての4次方程式X4－ax3+(d+6)x2－ax+1=0が相異なる

4つの正の解をもつための実数αの条件を求めよ。
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【15】 方程式x3+qx2+6x+c=0が1のみを実根にもつような整数α,6,c
すべての組を求めよ。ただし, c≧－1とする。

の

【16】 〃は2以上の自然数であり， α,〃は実数である。2つの方程式．

X3－ax－2"b=0, x3-bx-2〃α=0

はそれぞれ，共通である1つの実数解と共通でない2つの虚数解とをもつ。

（1） 共通な実数解を〃で表せ。

（2） αは何個の整数値をとりうるか。その個数を"で表せ。
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【17】（1） すべての実数Xに対して，不等式

qx2-2Qx+3>0

が成り立つようなαの値の範囲を求めよ。

（2） 実数α,6,Cおよびp,9,r.が

q>b>c, p<9</･ , p+q+7･=0

となっているとき， つぎの式①，②，③の正負を調べよ。

①p ②r ③αp+69+cr.

任意の正数xに対して不等式X+上≧2が成り立つことを示せ。
X

〃を自然数とする。任意の正数xに対して不等式

2〃

X+会≧xn-l+xn-2+…+ +」
が成り立つことを示せ。また，等号が成り立つようなxの値を求めよ。

【18】（1）

（2）
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【19】（1） 任意の実数X,Jﾉ ,Zについて, (x+j/+z)2≦3(x2+Jﾉ2+z2 )が成り立
つことを証明せよ。

（2） 実数〃〃が|""r至汰具=12を満たすとき, rの最大値と
最小値を求めよ。また, Xj/+"Z+ZXの最大値と最小値を求めよ。

【20】 5つの実数α1 ，α2 ，α3 ，α4 ，α5 があり， どのα!も他の4つの相力
きぐはないという。このようなα1 ，α2 ，α3 ’α4 ，α5をすべて求めよ。

つの相加平均より大
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3．関数のグラフ

【21] xの2次関数X2-2ax+6のx≦1における最小値を〃とする。
a－2b≧3のとき，〃の最大値を求めよ。
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【23】 関数／(x)=Ix－a1 |+|x－a2 1+…+Ix－aN Iの最小値を与える実數
Xをすべて求めよ。ただし， α1 ，α2…， αNはa!＜α2＜…＜αNを満たす定
数である。

【24] rはすべての自然数に対して定義された関数で次の性質をみたすものとする。

r(2")=r(") ("=1, 2,…）

r(2"+1)､-1)｡ ("=0, 1, 2,…）

(1) r(48),r(1000)を求めよ。

（2）自然数mp〃が奇数のとき

'("〃)=r(")r(")

が成り立つことを示せ。

（3）すべての自然数〃,〃に対して
r(爪〃)=y(")r(")
が成り立つことを示せ。
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43角比

【25】 △ABCにおいて詩走筈&=oosA+cosBであるとき△ABC
はどんな形の三角形か。

【26](1)AABCにおいてAB=4, AC=3, zA=60･のとき，頂点Aと辺

BCの中点Mを結ぶ線分AMの長さは仁一弓]である。
（2） （1）で之Aの2等分線と辺BCの交点をDとするとき，線分ADの長さ

は[一一ｺである。
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【27】 3角形ABCにおいてBC=q ,CA=6, AB=

α‘:‘=2:’:‘で肌ｮ角形ABCが半径器
いう。この3角形に関し次の値を求めよ。

(1) sinA

(2) o,b,c

（3） 3角形の面積Sと内接円の半径r

cとおく。

の円に内接していると

4－

【28】 一辺の長さαの正三角形ABCとその外接円がある。外接円上で弧BAC上

にない点Pをとり, ≦BAP=0(0<e<=)とする。
(1) AP=BP+CPが成り立つことを証明せよ。

(2) AP2+Bp2+Cp2を求めよ。

(3) AP4+BP4+CP4を求めよ。
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5．幾何図形

【29】 直角三角形の内接円の半径は， いずれの辺の長さの半分より小さく，特に
斜辺の長さの÷より小さいことを証明せよ。

【30】 平行四辺形ABCDの辺AB, BC, CD, DAをそれぞれ2: 1に内分す

る点をそれぞれP, Q, R, Sとする。線分AQと線分DP, BRとの交点を

それぞれX, Yとし，線分CSと線分BR, DPとの交点をそれぞれZ,Wと

する。

二のとき器=匡., 睾壽織器吾鶚篝=にコである。
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【31】 点pを正三角形ABCの内部の点とする。点Pから辺BC,
いた垂線とそれらS辺の交点をそれぞれ, D, E, Fとする。
問いに答えよ。

A
(1) PE

CA, ABに引

このとき，次の

<PDならば, FE<FDで

あることを示せ。

(2)三角形DEFが正三角形ならば，

点Pは正三角形ABCの重心であ

ることを示せ。

B C
，

【32】 1辺の長さが1の正三角形ABCの辺BC, CA, AB上に， それぞれ点

P, Q, RをBP=CQ=AR<昔となるようにとり,線分APと線分CⅨ
の交点をA'，線分BQと線分APの交点をB'，線分CRと線分BQの交点

をC′とする。 BP=xとして，次の問いに答えよ。

(1) BB', PB'をxを用いて表せ。

(2)三角形A'B'C'の面積が三角形ABCの面積の告になるような の値
を求めよ。
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6．図形と方程式

【33】 図において, ABCDは一辺の長さ

1kmの正方形で, M, Nはそれぞれ辺

CD, DAの中点である。

いま， 甲， 乙は同時刻にそれぞれ

A, Bを出発し， 同じ一定の速さで

歩くものとする。甲は図の実線で示し

た道AMB上を進み，乙は実線で示し

た道BNC上を進み, 30分後に甲はB

に，乙はCに到着した。

甲，乙が最も近づいたのは出発後

何分後か。また， そのときの両者の距

離はいくらか。

， M C

△
<フN

A B

【34】 円x2+j/2+2QX－ay－5+5Q=0は実数αがどんな値をとっても

定点に~~1を通る。また， この円が円x2+j/2=1に接するときのαの
値は2つあってに二ｺであり， この求めた2つのαに対する円の中心間の
距離は仁二コとなる。ここに2つの円が接するとは，共有点において同一
の接線をもつときをいう。
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【35】（1）円x2+(y－α)2=b2 (b>0)と放物線ソ=: X2の共通部分の点の個数を

Ⅳとする｡ ‘>昔』=4，'-4.+!とすると
D<0のとき Ⅳ＝国，

D=0のとき 〃＝田，

D>0のときは

α＞りなら Ⅳ＝回，

q=bなら Ⅳ＝目，

q<bなら Ⅳ＝団である。

（2） (1)の円と放物線が接しているとし，第一象限の接点をPとする。 （ただし

‘>告とする｡)点(0.α)をC,原点をoとするとき△PCO=舌となる
のはα=g, b=固のときであり, このときPを通る円と放物線に共通の▽一W‐ｰ

用’ 、‐
Iグ ’ 一一ーｰｰピンダリ ､

）（0胃である。接線とy軸との交点は

【36】 方程式

x2+Qj/2－αx+4J'+3=0

について，次の問いに答えよ。

（1） これが円を表すとき，中心と半径を求めよ。

（2） これが2直線を表すような実数αを求めよ。

（3） これをみたす実数X,ソがただ1組定まるような実数αを求めよ。
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【37】 次の問いに答えなさい。

(1)点A(-1, 0)を通り，傾きがIの直線と， 円x2+j/2=1との交点を

P(P≠A)とします。原点とPを結ぶ直線がx軸となす角をeとする

とき, cose, sin9をfで表しなさい。

（2） （1）を用いて, X2+j/2=Z2を満たす整数の組(x,",z)を3組

求めなさい。ただし, X,y,Zは1以外の公約数をもたず,X≦〃を
満たすものとします。

【38] xy平面上に2つの円C! : (X-1)2+(ソ－3)2=4
C2 : (X-4)2+("-1)2=9がある。

（1）円C,と円C2の2つの交点を通る直線の方程式を求めよ。

（2）円C】と円C2の2つの交点および点(3, 1)を通る円の方程式を求めよ。
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【39】 曲線〃=X2 に相異なる2点で接する円の半径のとりうる範囲を求めよ。

X,)ﾉとX,yの間に

2x

X2+jﾉr- , y= -X=

の関係がある。点P(x, ")が

円弧 x2+J,2=1

線分 j/=1

線分 x=1

で囲まれる図形の周上を動くとき，

図示せよ。

【40】

2y

X2+jﾉ2

0≦〕ﾉ≦1 ①

②

③

はどんな図形をえがくか，７
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【41](1) 2次方程式x2+Qx+6=0の2実根α， βが， －2≦α≦－1,
1≦β≦2を満たすとき， 点(d, 6)の存在範囲Gを図示せよ。

（2）点(Q, 6)が(1)の存在範囲Gの中にあるとき, q2+2Q+b2 の最大値
と最小値を求めよ。

【42】（1） 0でないどんな実数"2に対しても，放物線

ノ7IJ/=J712x2+2"12x+("z+1)2

のグラフが通らない点(x, J')の範囲を式で表し， これを図示せよ。

（2）直線y=QX+bのグラフが, (1)で求めた範囲に含まれるような整数の

組(q, 6)をすべて求めよ。
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【43】 点(x, j/)が領域{(x,y)Ix2+y2≦1}を動くとする。このとき，

次の問いに答えよ。

(1)点(x+",x")はどのような範囲を動くか。

(2) x+j/+xj'のとる値の範囲を求めよ。

図示せよ。

【44】 実数X,yが，不等式x2+j/2_1≦Oを満たすとき，

－茎_at_Z_LZ_
x-J/+2

の最大値と最小値を求めよ。

－25－



総合演習 ．1

【45】 不等式

÷+芸十÷>号
をみたす相異なる正の整数／ ，〃，〃の組は何組あるか。

【46】 次のに二コに適当な言葉を補って,命題を完成せよ｡文字はすべて実数
を表している。

(1)x+j/+z≧3であることはX,y,Zの少なくとも一つが1以上であるた

めのr~一1である。
(2) x,J',zのすべてが正であることはXy+)ﾉz+zx>0かつxJz>0

であるためのr一ｺである。
(3) (r+")3>x3+j/3であることは, X,yがともに正の数であるための

「一一三一可である。

－26－



Ⅲ関数'(x)=三篝子に対して, r(x)=〆を満たすxがあるとき
このxを'の不動点という。rが絶対値が等しく符号が反対な， 2個の不動点

をもつためには, o,6がどのような条件を満たすことが必要十分であるか。
また， このとき Jノ=r(x), J/=xのグラフを図示せよ。

【48] xy平面上の2点をA(-1, 0), B(1, 0)とする。線分ABを直径とする円
周上（点A, Bを除く）を動く点Pがある。線分PAを3:4に内分する点を
Nとし，線分PBを1 :4に内分する点をMとする。AMとBNの交点Qが描

く図形の方程式を求めよ。

－27－



総合演習2

【49】（1）〃を整数とする。 〃を5で割った余りが3であるとき， 〃2を5で割った

余りを求めよ。

(2)pを整数とする。方程式x2+4x-5p+2=0を満足する整数xは存在

しないことを証明せよ。

【50】 鋭角三角形ABCが与えられている。点Aを1つの頂点とする長方形

ADEFが，次の条件（ｲ), (ﾛ）を満たしながら変化するものとする。

（ｲ）辺DE上に点Bがある。

（ﾛ）辺EF上に点Cがある。

このとき，長方形ADEFの面積の最大値をe ,b,cを用いて表せ。

ただし8=zBAC, b=CA, c=ABである。

●

－28－



【51] x≧0, j/≧0, z≧0, x+j/+z=1のとき， 、/r+VZ+,/盲の最大値

と最小値を求めよ。

【52】 座標平面において，原点を中心とする半径1の円をAとし，点(4, 0)を

中心とする半径2の円をBとする。

（1）点T(s,I)を円Aの外部の定点とする。点Pが円Aの周上を動くとき，

線分PTの中点Lのえがく軌跡を求めよ。

（2）点Pが円Aの周上を動き，点Qが円Bの周上を動く。このとき，線

分PQの中点Mの動きうる範囲を式で表し，図示せよ。また， その面積

を求めよ。

＝

－29－
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総合演習3
I

I【53】 次の各問に答えよ。

(1)有理数の定義を述べよ。

(2)命題｢xが3と異なる有理数ならば,号等は有理数である」
を証明せよ。

（3）上の(2)の命題の対偶を述べよ。

(4)‘上の(2)の命題の逆を述べよ。

【54】 α,b,Cは実数とする。に－－=}にあてはまるものを下の①~④から選べ。
(1) Q+b+c=0は， α2+62+c2=0のE－－1条件である。
(2) (z+6+c=0は,■α2+62+c2+qb+bc+cq=0の[－－]条件である。
(3) q2+62+c2=0は, (z2+62+c2+(zb+bc+"=0のE－－]条件である。
(4) q2+62+c2=0は, q2+b2+c2_qb_bc_ca=0のに－－1条件である。

①必要十分 ②必要であるが十分ではない

③十分であるが必要ではない ④必要でも十分でもない

Ｉ
ｌ
Ｉ
Ｉ
ｌ
Ｉ－30－



【55】 100から200までの整数で， 4の倍数の集合をA, 8の倍数の集合をBとする。
ー

このとき，集合AnBと集合AUBの要素の個数を求めよ。

【56】 α,6を実数の定数とし，実数の集合A,BをA={xI x2+qx+6=0 } ,

B={xIx2+6x+c=0 } とする。集合AnBが， ただ1つの要素より

なるときのαとりの関係を求め， それを図示せよ。

-31-



総合演習4

【57】(1)_13で割ると4余り， 15で割ると7余る最も小さい正の整数は
Eコである。

(2) 1251は10の仁二コ乗で割りきれるが仁二コ＋1乗では割り切れない。

【58】 α2＋2αが77の倍数となるような自然数αの中で最小のものを求めよ。

－32－



【59】 2つの素数は， それらの差が2であるとき，双子素数と呼ばれる。

5より大きい整数で，双子素数の間にはさまれる整数は6の倍数で

あることを証明せよ。

【60】 以下の(ｲ)， （ﾛ)の性質をもつ自然数α,6がある。

（ｲ） αbは3で割り切れない。

（ﾛ) Q+6は6で割り切れるが, 9では割り切れない。

このときα3+63は18で割り切れるが, 54では割り切れないことを示せ。

－

－33－



総合演習5

【61】 係数が実数である方程式x4+kx2+Qx+6=0が実数解と虚数解を

もち，虚数解の1つは1+2iである。

(1) 1-2j も解であることを示せ。

(2) kのみたす条件を求めよ。

【62】 3次方程式x3+3x2-1=0の1つの解をαとする。

(1) （2α2＋5α－1)2をαα2+ba+Cの形で表せ。ただし, Q,b,cは

有理数とする。

(2)上の3次方程式のα以外の2つの解を(1)と同じ形の式で表せ。

－34－



【63】 定数α,6を実数とし, 2次方程式

F(x)=x2+2(Q+b)X+2α－62+66-4=0

を考える。このとき次の間に答えよ。

（1） αがどのような値をとっても，方程式戸(x)=0が相異なる2つの

実数解をもつようにbの値の範囲を定めよ。

(2) 6=1のとき，方程式F(x)=0の解の1つが0<x<1の範囲に

あるようにαの値の範囲を定めよ。

(3) b=3のとき，方程式F(x)=0が－2<x<0の範囲に相異なる

2つの解をもつようにαの値の範囲を定めよ。

(1)方程式

x4+2dx2－α+2=0

が実数解をもたないような実数αの範囲を求めよ。

(2) X4+2Qx2－α+2=0の最小値を〃(α）とする。

にあるとき， 〃(α）の最大値を求めよ。

【64】（1）

αが（1）の範囲内

－35－



総合演習6

【65】 2つの放物線j/==x2-2…①, X=,"2－2 …②がある。このとき，

①，②の交点を求め，次にこれらの交点は同一円周上にあることを示し，

この円の中心の座標および半径を求めよ。

【66].(1) J'=2x2－ax－1 と y=x2+x-2 の2曲線が2点で

交わるとき， αの値の範囲を求めよ。

（2） （1）の2つの交点を通る直線の方程式を求めよ。

－36－



【67](1) q,6を実数とする。 |"-bl<V~rlx－alをみたす点P(x,y)の

渠合をxソ平面に図示せよ。

（2）実数α,6に対して，命題「実数X,yがx2+)/2≦1をみたすなら

ば不等式| J'-bl<V~rlx－alが成り立つ。 」を考える。この命題が

真であるような点P( (z,b)の集合をαb平面に図示せよ。

【68】 点Pから2つの円X2+)ﾉ2=1と (x-3%+

引いた接線の長さを， それぞれI〃としたとき，

あるような点Pの集合はどのような図形か。

(Jノー3)2=1とに

I :m=1 :2で

－37－



総合演習7

1-s"(0｡<9<90｡)とするときα＝

cos9

(,） α＋上を求めよ。
α

(2) αが方程式X4－3x3+2x2-3x+1=0

cos8, sineの値を求めよ。

【69】

の解であるとき，

【70】 四角形ABCDはAB=3, BC=3j CD=4, DA=7であり＃

かつ1つの円Oに内接している。

(1)対角線BDの長さを求めよ。

(2)円Oの半径の長さを求めよ。

－38－



1

, AB=1/r, BC=f【71】 半径1の円に内接する三角形ABCにおいて， AB＝1/百~， BC＝丁
であるときCAを求めよ。

一辺の長さがacmの正三角形ABCが円Oに内接している。このとき，

(1) （点Aを含まないほうの）弧BCの上にAP=xcmとなるように点P

【72】

をとるとき, BP+CPは何cmか。

(2) AP'+==:+Cp'を求めよ。
OA2

’
I

－39－
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