
､まし力くき

l. はじめに

この講座は『微分・積分』の基本事項が一応身についている諸君を対象とし

たもので，標準以上の入試問題の<考え方＞ 〈解き方＞を解説して，実践力を

つけさせることをねらいにしています。

夏休みは集中学習で実力を大巾にアップさせる絶好のチャンスですから次の

学習法をまもって効果を上げてもらいたい。 ．

2．内容と学習法

(1)最近の入試問題の中から標準的以上の内容のもので，やや難しいものも

含めて編集してある。

（2）重要事項を教科書公式集などで， まず再確認する。

（3） 問題は一問一間を大切に， 自分で考えてノートに解いてみる。解けなく

ても予習することで講義がよく理解でき身につくはずです。

（4） 予習ができなければ復習を中心にして理解する。

以上であるが，夏休みは気がゆるみ， これらを完全に実行するのは難しいこ

とであるが，できるだけ努力して学習すれば短期間の講習でもそれなりに効果

をあげることができよう。
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言1 委文蚕I｣の極限艮一 無雁艮級委文

＜要点整理＞

囮無限数列｛γ〃 ｝の収束・発散

±。｡に発散 (j'>1のとき）

I! § ”limγ〃＝
〃→“

発散（振動） （γ≦－1のとき）

図はさみ打ちの定理

数列{a"} , {6"}

り立ち, lima〃=lim6"
月→“ 月今“

{c"}において， α〃≦c〃≦6"が成

＝αならば, limc"=αである。
〃→“

固有界数列の収束性

有界でかつ単調な数列は収束する。

四無限級数の収束・発散

（1）定義
函

無限級数Z、兄の収束・発散は部分和の数列{S"}の収束・発
月＝1

散つまりlimS〃の収束・発散に従う。
刀今‐

”
寺
一
銅

g〃が収束するならばlima〃=0である。
〃÷“

(2)

‐

≠0ならばE、〃は発散する。
月＝1

したがって，対偶: lima"
〃→“

回無限等比級数
の

初項α，公比γの無限等比級数逗αγ"-1は－1＜γ＜1のとき収
〃＝’

＠

束し，その和は－である。
l－r

I

－4－
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■
Ｏ
９
８
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１
ｑ
０
０
０
０
１
Ｉ
Ⅱ
０
凸
■
■
■
７
１

第1回

〃("+1)
が成り立つことを【1] (1) 自然数刀について，不等式2"≧1+

数学的帰納法を用いて証明せよ。

’ 2

(2)数列{a" }の初項から第刀項までの和S〃が

‘"-‘-(!+美)‘"で表されるとき‘"を“の式で表せ。
(3) (1)の結果を用いてlimS〃を求めよ。

〃→“

１
１

’

’

【2]xy平面上の点Po(xO, yO)が与えられている。点列P" (x" ,

y") ("=1, 2, 3,……）を

(;:)-=(i :)(;:ZI )
と定める。

(1) x"+y", ズn－2y〃をそれぞれXo, yoで表せ。

x〃 2
(2) (Xo, yo)=(0, 0)のときlim－を求めよ。

〃→｡。X" 2+y" 2

■
ｌ
Ｉ
■
１
１
Ｉ
１
ｌ
１
１
Ｐ
－
１
ト
ー
１
１
■
ｑ
ｑ
Ｉ
４
国
Ｉ
ｂ
Ｉ
ｄ
ｉ
画
４

｜

’

１
１
１
１

１
１
卜
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【3】次の無限級数の収束，発散を調べ，収束するときはその和を求めよ。
今．

ただし，対数は自然対数とする。

｡'鳶("･‘-告)" (‘≦‘≦"’

⑫'濤!｡:(!+会）

g('+",L_&'3' z10g('+",_‘
”

〃＝2 ）

【4】原点Oを中心とする単位円周上に，次の条件を満たす点列Po, P!,

P2,……がある。ただし, Poの座標は(1, 0)とする。

[1]<PoOP〃は刀とともに単調に増大し, lim4P｡OP"=2汀で
〃÷“

ある。

［2］数列｛どP"－!OP"} ("=1, 2……）は初項e(9>0) ,公

比γ（γ＞0）の等比数列である。

（1） 9とγとの関係式を求めよ。

（2） 扇形P"_!OP"の面積をS〃とするとき

4

－〃=S!+S4+S7+……+S3"-2+……を満たすγを求めよ。
7

－6－



弓2 名汝ラテ?去とその応§用

＜要点整理＞

囮重要な関数の極限

1

2

1-cosズ
ｍ
川
０

・
２
１
今

ａ
ｌ
ｌ
弊

１一
一

ズ

ズ

ｎａｔ

肌
０

・
１
１
今

・
０
１
込
異

ｌｌ
－

Ｘ

ｘ

ｎ
・
ｌＳ

－
Ⅲ
０

・
１
Ｌ
今

１
１
凸
兵

(1)
X2

e異－11 x
+-) =e,
ズ

l／X

lim(1+x) =e, lim
エ今0 異今0

(2) lim(1
異今“

=1

列

図関数の連続

/(c) , lim/(x)が共に有限確定し, lim/(x)=/(a)が成
エーうα 異今a

り立つとき関数/(x)はX=＠で連続であるという。

團微分係数

/(a+")-f(a) ／（Z）－〆（α）
lim－－r
ｴ-fe X－c

／′ (a)=li
一
一

宛→0 〃

四微分可能と連続

関数／（X）がX=@で微分可能ならば，その点で連続である。

（逆命題は不成立）

回いろいろな微分法

（1） ｛／(ズ） ・9(ズ)} '=/' (x)9(x)+/(x)g' (x)

r/(x)、 ′ ／′ （ズ)9(x)－／(x)9' (x)

E二二} =g(x)）ノ
(2)

｛β（ズ)｝ 2

1 ， ′ 9′ （ズ）

｛言÷扇 ｝特に
[9(x)ノ

一

{g(ズ)} 2

(3)合成関数の微分
ay ay α〃

y=/("), "=9(x)のとき－＝－．－
αZ α〃 ax

(4)媒介変数で表された関数の微分
”
一
〃

｜
山
一
伽

一
一

”
一
山

きとの
ｊ
ｊ

ｆ
ｆ

く
く

工
ｙ

一
一
一
一

Ｚ
ｙ｛
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回中間値の定理

関数ノ（ズ)が区間［＠， 6］で連続でノ（α）≠ノ（6）のとき，

ブ(α）と／（6）の間の任意の値克に対して, /(c)="

(@<c<6)なるcが存在する。

回ロルの定理

関数/(x)が閉区間[@, 6]で連続，開区間(a, 6)で微分可能で，

ノ(α)＝メ（6）ならば, /' (c)=0, @<c<6となるcが存在する。

囿平均値の定理

関数/(x)が閉区間[c, 6]で連続，開区間(c, 6)で微分可能な

〆（6）－〆（α）
らば =/' (c), c<c<6となるcが存在する。

6－，

回接線・法線の方程式

曲線y=/(x)上の点(", /(Q))における

接線の方程式は y-/(cM)=/′ (d)(ズーα）

l

法線の方程式は y-/(d)=- （ズーα）
f′ （α）

（ただし／′ （α）≠O)

る
る

す
す加

少
大
小

増
減
極
極

で
で間

間
き
き

区
区
と
と

の
の
る
る

そ
そ
わ
わ

は
は
変
変

に
に

；
Ｊ

Ｚ
ズ

負
正

く
く
で
ら
で
ら

ノ
／
後
か
後
か

前
正
前
負

ば
ば
の
が
の
が

つ
わ
っ
ら
α
巨
弓
α
巨
言

な
な
－
符
一
一
符

０
０
ズ
の
ｘ
の

ン
く
が
幻
が
鋤

〕
ｊ

値
似
は
鋤
刈
刈
川

極
〃
〃
／
‐
、
Ｊ
／
‐
、
ｆ

ｏ
ノ
ノ
ノ
ノ

減
１
１
ｆ
ｌ
ｌ
１
ｌ
ｌ
ｌ

増

１

２

囮
一

回曲線の凹凸・変曲点

Ⅲ {糊ﾐ:麓荊|菫::鱒|菫
（2） ／〃 （x)が災＝、の前後で符号が変わるとき曲線上の点

（、， ／（α)）はこの曲線y=/(x)の変曲点という。
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第2回

【5]A, Bは定点で, Pは竺PAB=eが一定となる動点とし, 3点P,A,

Bは一直線上にないとする。線分PA上に2PQ=3QAとなる点Qをと

り， 坐QPB=q, 4AQB=6, AB=2, AP=Zとおくとき

S(x)
(1)4PQBの面積をS(x)とする。 lim－を求めよ。

異今o SinX

へ/ヌー千~万一､/万

（2） 』狸､/万手百一､/万を求めよ。

’
Ｂ
■
■
日
Ⅱ
Ⅱ
Ⅱ
７
－
１
７
■
Ⅱ
■
■
■
■
■
６
Ⅱ
Ⅱ
７

l
l

’

’
｜
’

’

【6】αを正の定数とし, /(x)=JZ~z~¥~Z~5とおく。

／（”）一／･(0）
(1) x>0のとき, =/' (y)を満たすyを其の関数と

X

して表せ。
｜

’

y

lim－を求めよ。
其今一OX

(2)

I
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l

【7】関数/(x)=－－g-』ｽ
ズ

がX>0において極値をもつとき， αのとり

うる値の範囲を求めよ。

１
１
１

|,※苦‘ |につい℃【8】関数f(ズ)=

極値を求めよ。

曲線y=/(x)の漸近線を求めよ。

曲線y=/(x)の概形をかけ。

１
１
１

１
２
３

１
１
１

Ｉ
‐
！
‐
．
‐
，
ｉ
‐
，
１
１
１
．
．
Ｕ
Ｉ
９
１
９
０
１
１
●
’
‘
．
ｕ
■
１
１
。
‐
１
，
１
Ｄ
９
０
ｏ
Ｉ
．
■
９
０
１
０
１
１
？
１
１
１
０
０
１
１
’
０
，
●
，
，
Ｄ
Ｉ
Ｉ
’
１
１
１
１
！
’
，
’
０
０
１
，
１
１
１
０
１
１
，
１
１
１
Ⅱ
Ｉ
Ｉ
１
Ｉ
Ｉ
Ｉ
Ｉ
Ｉ
Ｉ
咽
Ｉ
１
ｌ
Ｉ
ｌ
ｆ
Ｉ
ｌ
１
’
１
０
１
．
１
．
ｌ
Ｉ
ｏ
ｉ
１
，
’
１
Ｉ
Ｄ

-10-

４
り
り
０
９
０
Ｕ
凸
、
４
４
６
‐
■
０
ｒ
‐
０



､戸
● 寺

句
0

’

第3回 I

【9】曲線Cを次の式で定める。C: x2+y2=1 , 0<x<l, 0<y<l

このとき，曲線Cの接線と2直線x=l , y=1で囲まれた部分の面積の最

大値を求めよ。
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【lO] e=2.718……を自然対数の底とする。

(l) x≧2のとき，不等式X>log(x2+X)が成り立つことを示せ。

（2） 刀を4以上の整数とする。xに関する方程式eエーx－几=0の正の

解はただ1つ存在し, log几とlog(ル+､/7I)の間にあることを示せ。

また， この解をα〃とするとき, lim(α〃一log7z)を求めよ。
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とその応§用 ．弓3積ﾗﾗｰｼ去

＜要点整理＞

囮不定積分

F′ （x)＝〆（ズ)のとき, F(x)をノ(x)の不定積分といい，

ル‘"'‘"とかく‘F(x)=

ｃ

ｃ
ｃ

十

十
＋

ズ

ズ
Ⅱ
エ
α

●
０
８
ユ

ｇ

Ｓ
Ｏ
ａ

ｇ
’
一
一

０

一
一

ｌ

ｘ

一
一
Ｚ
－
ａ

ｘ
‘
α
ｘ

副
仏
ｎ
ｏ
異

、
ｌ
－
ｘ
Ｃ
ａ

０

１
１
１

I澱｡昨聖堂L+c (2)(1)
q+1

（α≠－l)

I,!､"""-"､※+c (4)(3)

l｡"､+,(5) （6）

図置換積分法

ル‘‘(‘''"‘’'‘‘雲ﾙ‘畑〃ズー9（メ）のとき

ﾙ‘川ｴ=F《〆)とする±

I/!."+''ご"-F(."+,'+'

(1)

I''(刈り(x)d〆言声{/(x)} "+!+c

j今ﾏ聟‘※-'｡‘ '州) '+‘

(2)

(3)

､

團部分積分法

ﾙ！川‘")‘ｴｰ畑'‘‘熊'ル (ズ)･9(x)"x

-12-



四定積分

／（瓦）の不定積分の1つをF. (x)とおくと

心加x=[F(x)]&=F(6)-F(｡)
も

Iﾝ｛")α"－， '” I:'("'｡"-I:'{"'d"1ﾝ("'‘"-- ｡'｛"'‘”(1)

I:/{''''､(")
α

（3）－
ax

Iﾝ(叩"-Iﾝw"+I:'!"',"(4)

團偶関数，奇関数の定積分

〃"'-，(1) f(-x)=一／(x)のとき

I:I:/{,f'1]'"(2) f(-x)=/(x)のとき

’ 回定積分と不等式

Iﾝ("'ご"≧。（1） 、≦x≦6で〆（ズ)≧Oならば

（等号はノ（ズ)=O)

（2） α≦ズ≦6で〆（ズ）≦9(ズ)ならば

Iﾝ(叩"≦I:,(叩” 《等号は川=9(x))
（3） α≦x≦6における/(x)の最大値を",最小値を扉とすれば

I:"'."≦M(6-a》"2(6-a)=

回積分の平均値の定理

〆（”）が閉区間［＠， 6］で連続ならば，

心加※言《‘-‘)/(‘】‘<‘<‘となる‘が存在する。

-13-



争

團定積分と級数

虎 l 〃 〃

〃叩”
1月－，

lim－Z/(-)=lim－Z/(-)=
〃→“〃カー0 〃 〃→“〃 灼＝’ 〃

回面積

／（え） ， 9（ズ）が区間α≦x≦6で連続で, /(x)≧9(ズ)のと

き，曲線y=/(x), y=9(x)と2直線x=@, x=6とで囲まｵ鰯

I:wM《鰯)} ""部分の面積SはS=

、体積

曲線y=/(x)とx軸および2直線x=@, x=6 (@<6)とで囲

まれる部分を刀軸のまわりに回転してできる立体の体積Vは

〃d"-"I:'i(,"V="

さ
ら
α
β
α
β
α
式

長
ｒ
ｌ
Ｊ
ｒ
ｌ
Ｊ
ｒ
ｌ
Ｊ
程

の
一
一
一
一
一
一
方
ｙ

線
Ｓ
Ｓ

分
α

曲

微

１
２
．

２

回

１

l:ご”＝ (差）
2

αえ1+ {/' (x)} 2 ’l+

{/' (f)} 2+ {9' (2)} 2" メ

(芸)‘+(筈)を #

IFwd,-I/1赤‘,-/《叩”
αy

(1)-=/(x) ･9(y)より
dx

I
ay

(2)-=/(x) ･yの解は戸(x)=
dx

y=Ae●●

/(x)"xとおくと

-14-
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＠

t夕 P

一Q

【1l】 IW｡I｡｡、sin"xdx(7z=0, 1 , ＆……)とする｡次の間“ノ月＝

に答えよ。

(1) /0とノ ！を求めよ。

（2） 凡≧lのとき， ／〃+！を／"_！で表せ。 ．

【12] c月は正の定数とし， 几が正の奇数のとき，

I),''|."'',f(x)=c"

を満足する恒等的に零ではない連続関数/(x)が存在するとする。この

とき，

(1) c同を求めよ。また, f(0)=1を満足する/(x)を求めよ。

(2) limc尺を求めよ。
〃÷‐

-15-



第4回

側関数'《昨I:""' ,',; '.|につい
(1) /(x+")=/(x)を示せ。

(2) /(x)の最大値，最小値を求めよ。

logx
【14】関数／〃 （ズ)= (7Z=1, 2, 3,……）がある。

(7z+1)x"

f" (x)が極値をとるxの値をα〃とする。曲線y=/" (x)に原点か

ら引いた接線の接点のx座標を6月とする。このとき，次の極限値を求め

よ。ただし，対数は自然対数を表す。

(1) lim {/!(a!)+/2(a2)+……＋九（α〃 )}
〃＋‐

（2） l理{log6"+log6n･1+……+lOg62"-,}

－16－



(-空くズ<里）2 2
【15】平面この点Pから曲線y=COS2X に引いた2つの法線

１
１
１

が直交している。

(1)点Pの座標を求めよ。

(2)上の2つの法線と曲線とで囲まれる図形の面積を求めよ。

ここで，法線とは，曲線の接線と接点において直交する直線のことであ

る。

１
１

’
■
■
■
■
ｐ
０
０
Ⅱ
Ｉ
▲
■
■
７
ト
ト

I

’
１
１
１

I

1

’
汀

）0≦8≦一
2（【16】媒介変数表示された曲線X=2cos48, y=sin48 をC

とおく。

(1) 曲線Cの概形をかけ。

(2) 曲線C上の動点P(8)=(2cos48, sinie)において接線を引く。

この接線と曲線Cとx紬とy軸によって囲まれる部分の面積を最小にす

る8の値，およびそのときの面積を求めよ。
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第5回

Ⅲ半径!の円の弦PQとPを通る直径のなす角を'('<8<=)とする。
弦PQによって分けられた2つの部分のうち中心を含む方の図形を，直線

PQの周りに回転して得られる立体の体積を求めよ。

【18]8を媒介変数とする点P(x, y)の軌跡の方程式を次式で定義する。

x=a(9-sin8) , y=a(1+cose)ただし, a>0とする。

αy
（1）－を求めよ。

αx

（2） 9が0から2汀まで変化するとき，点Pの軌跡の概形をかけ。

（3） (2)で求めた曲線の長さを求めよ。

（4） (2)で求めた曲線と， X軸およびe=0, 8=2万における曲線の接線

とで囲まれた図形の面積を求めよ。
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【19]x>0で定義された関数/(x)は．第2次導関数をもち，等式

11("/-' '''{''d#-/-'を満たすとする。x2f(x)+

(1) /(1), /' (1)の値を求めよ。

(2) /(x)の満たす微分方程式を導け。

･ . (3) /(x)=xg(x)とおくとき, g(x)の満たす微分方程式を導け。

(4) /(x)を求めよ。

【20]/(x)は0<X<4で定義された微分可能な関数で/(1)=1 , かつ

／(x)>0, /' (x)<0を常に満たし，更に曲線C:y=/(x)は次の

性質をもっているという。

C上の点PにおけるCの接線【がx軸． y紬と交わる点をそれぞれQ, R

とし, Pを通ってjに垂直な直線がズ軸と交わる点をSとするとき，すべ

PQPS
ての点Pについて－＝－が成り立つ。

PRPQ

(1) /(x)の満たす微分方程式を求めよ。 (2) /(x)を求めよ。

ト
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１
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