
0ましカミき

l .はじめに

この講座は『代数・幾何』の基本を整理しながら，入試の標準程度までの

問題を解く力をつけることをねらいにしたものである。

夏休みは実力をアップさせる絶好のチャンスであるから，次の学習法をま

もって効果をあげてもらいたい。

2．内容と学習法

(1) テキストは各回4問ずつで，教科書程度のものから大学入試の標準的な

ものまで段階的に編集してある。

（2） 各節毎に重要事項をまとめてあるから，教科書を併用して，それらを再

確認する。

（3）一応自分で考えてノートに解いてみる。解けなくても予習することで講

義がよく理解でき身につくはずである。

（4） 予習ができなければ復習を中心にする。
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以上であるが，夏休みは気がゆるみ， これらを完全に実行するのは難しいこ

とであるが，できるだけ努力して学習すれば短期間の講習でもそれなりに効果

をあげることができよう。
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≦1 ハ＜クトノレ 申

＜基本事項＞

囮ベクトルの和・差

一ナ ー→ 一→ 0 －－→ －→一

(2)AB=AC+CB (3)AB=OB-OA
－→ 一今

(1) AB=-BA

図成分による計算
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a,2+@22+@32|α｜＝

囿ベクトルの内積

→→

(1)定義：、’ 6のなす角をe(0．≦8≦180｡ )とすると
→→ －テ →

a･6=lall61cose
→→ →

(2)大きさと内積：、。、＝Ia l 2
→ →

(3) 内積と成分： （ア） 、＝(、!， α2)， 6＝（61， 62)において
→→

＠．6＝、161＋、262
→ →

(/r)@=(@1, @2, @3)' 6=(61' 62' 63)

において
→→

＠．6=@161+@262+@363
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四平面図形への応用

A, B, C,Dの位置ベクトルを
→→→→一今 －－シ

@, 6,r, ", AB=("!, y!), CD=(列2, "2)とすると
一 →→

(1)線分の長さ: IABI=| 6-al=Jr｢ヰｰｱrr

(2)分点ベクトル:AC:CB=":〃のとき
→ →

→刀α＋腕6
C二＝ （沈刀＞0で内分， 廓〃＜0で外分）

4

沈十凡
一→ 一

AB//CD:AB="CD (んは実数) , ズ！
－→一

ABlCD:AB・CD=X!X2+y｣y2=0

3点A, 8, Cが一直線上にある：
一一今 －今

(ア)AB="AC(虎は実数）
→ → →

(/f) c="za+"6, "I+"=1
→ → →→

(ウ) ja+,加6+"c=0, J+"+"=0

引
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X2=y,:y2

回直線のベクトル方程式
ｂ
Ｉ
■
■
日
■
■
■
■
■
■
■
■
ｌ
Ｉ
Ｉ
ｌ
ｌ
Ｂ
１
‐
１
０
■
Ⅱ
Ⅱ
！
■
Ⅱ
Ⅱ

→ → →

x=(1-2)@+26(fは実変数）
→→ →

列＝、＋j6 (fは実変数）
→→

｜ズー、｜＝γから
→→ →→

（ズー、）。 （ズーα)＝γ2

2点A, Bを通る直線
→

定点Aを通り6に平行な直線

中心A,半径γの円
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回 1次独立

→→→ → →→

(1) ＠， 6は0でなく， α， βは実数でαα＋β6＝0がα
→→

ときのみ成り立つとき, a, 6は1次独立であるという。
→→→→→→

(2) α≠0， 6≠0,aX6のとき
→ → → →

"@@+"6=pa+"6蓉沈＝沙， 〃＝〃

=8=0の

’

｜
’
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第1回

【l】口の中に適当な数値をいれよ。

正6角形ABCDE戸において, DEの中点をⅢ, A皿の中点をN,

BCの中点をPとする。そのとき，

－→ロー今□一
A"==AB+-A戸

□ □

一口一→□－→
NP==AB一一A戸

□ □

となる。分数は既約分数で示せ。

一→一→

【2】三角形ABCの辺ABの中点をHとし，ベクトル別Bを6,"Cをcと

おく。
－→→ －→→→

(1) 5AP=4ACによって定まる点Pをとるとき,"Pを6, cで表せ。
一→→→

‐ （2）直線BCと直線肘Pの交点をQとするとき，〃Qを6, cで表せ。

－6－



一一一 →→

【3】四面体ABCDにおいて，ベクトルAB, AC, ADをそれぞれ6, c,
→

αで表す。辺AB,DCを1 :2の比に内分する点をそれぞれ魁， Ⅳとし，

辺AD,BCを2:3の比に内分する点をそれぞれP, Qとする。
一

（1）線分H〃を秘： 〃の比に内分する点をEとしたとき，ベクトルAEを
→→→

6, c, αおよび泌， 〃を用いて表せ。ただし, ">0, ">0とする。

（2）線分PQをX:ツの比に内分する点を戸としたとき, 2点E, 戸が一

致するような，比湛： 〃およびZ:yを求めよ。

ただし, X>0, y>0とする。

【4】平面上に三角形ABCがある。実数企に対して，点Pが
一一一一

PA+2PB+3PC=hAB

をみたすものとする。

（1） 応＝0のとき，点Pの位置を求めよ。

（2） たが実数全体を動くとき，点Pの軌跡を求めよ。

（3）点Pが三角形ABCの内部にあるようなえの範囲を求めよ。

－7－



言2空間厘厘杉雲
●

<基本事項＞

囮分点の座標と2点間の距離

A(ズ】 , y｣, Z!) ' B("2' y2' Z2)とすると，

(1)線分ABを沈：〃に分ける点の座標は

/"Z"2+〃列」 加y2+"yl "Z2+"Z11 /沈刀>0で内分

（ ) （ ）沈十〃 沈十〃 ， 沈十〃 ／ 、廓〃＜0で外分

(2) 2点ABの距離：

AB= (斑2－ズ,)2+(y2－y!)2+(Z2_Z!)2

図直線の方程式

一÷－＞ →

(1) a=OA=(ZⅡ, y｣, z,)なる点Aを通り, "=(Z, ", ")に

平行な直線
→→ →

①少＝α＋メ〃 （jは実数）

②x="!+j f, y=y&+腕2 , Z=Z!+"f

ズーズ, y-y, Z-Z,

③‐一一一一＝－－－－＝
Z 沈 刀

→一 一→一

(2) a=OA=(X｣, y!, Z｣) , 6=OB=(X2, y2, Z2)なる2

１
‐
炉
』
》
ず
Ⅲ
Ⅲ
手
Ｆ
１
‐

点A,Bを通る
→→

①少=@+f

直線
→→

(6-4) (＃は実数）
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ズ==x]+2(x2－ズ,), y=y!+2(y2－y,)

②
③

z=z]+f(z2-z!)

y-y, Z-Z1X－x1
＝

一
一

斑2－列1 y2-y, Z2-Zl
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固平面の方程式

一参一 →

(1) a=OA=(ズ,, y,, z!)なる点Aを通り, "=(1, ", ")に

垂直な平面
→→→

①(p-c)・秘=0

② Z(ズーズ,)+"(y-y!)+"(z-z!)=0

（2）一般形αズ+6y+cz+d=0

（3）点(xi, y!, z,)と平面@x+6y+cz+"=0との距離

lax!+6y&+cz!+"|

､/Z~r千~Z~r千~I~r

四球の方程式

→ 一一今

(1) a=OA=(ズMy!, z!)なる点Aを中心に，半径γの球は，
→→ →→ →→

① Ip－aI=rしたがって, (p-a)･ ("－c)=j'2

②（ズーズ,)2+(y_y,)2+(Z_Zi)2=r2

（2）球X2+y2+Z2==r2上の点(@, 6, c)における接平面

@X+6y+cz=r2

－9－



第2回

→

【5】（1）点A(1, 2, 3)を通り，ベクトルカ=(2, 1, -1)に垂直

な平面αの式を求めよ。

（2）原点から平面αへ下した垂線の長さを求めよ。

（3）平面αと平面β：ズ+y+Z=1とのなす角をeとすればcOSeの値

を求めよ。

（4） 2平面α， βの交線の方程式を求めよ。

（5） (4)の直線と点Aとの最短距離を求めよ。

【6】空間に4点A(0, 0, 0) , B(1, 1, 2) , C(1, 1, 0) ,

D(1, 2, 1)がある。

(1)直線CDを含み，直線ABに平行な平面αの方程式を求めよ。

（2）直線AB上の点から平面αへ下ろした垂線の長さを求めよ。

（3）直線AB上の点Pから毛面αへ下ろした垂線の足Q(垂線と平面αと

の交点）が直線CD上にあるような点P, Qの座標を求めよ。

－10－



【7】直線βと球面Sとを次式で与える：

X+l y-1 Z+2
9:－－－－=二-.-----＝・ ' .

. 3 -1 1

S:x2-2X+"2+2"+Z2+4Z+4=0

このとき，

（1）直線gと球面Sとは交わらないことを証明せよ。

（2）直線gを含み，かつ球面Sに接する平面の方程式を求めよ。

【8] (x, y, z)を座標とする空間の点A(1, 0, 1)を中心とする半

径1の球Sと点B(3, 0, 3)がある。BからSに接線を引いたときの

接点の全体は一定の平面上にあって，円になっている。

(1) ‐この平面の方程式を求めよ｡ （2） この円の半径を求めよ。

－11－
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一く基本事項＞

囮行列の演算

（1）加法・減法・実数倍

① (: :)士(”)-(:圭認茎) 《複号剛頂）

②'(::)-(#: ::)"-(: :)
③交換法則A+B=B+A

結合法則 (A+B)+C=A+(B+C)

加("A)=(加児)A, ("+Jz)A=MA+JzA,

"(A+B)="A+"IB

A+O=O+A=A, A+(-A)=O(Oは零行列）

（2）乗法

①(: :)(”)-(:堂:: :鯛）

（: :)(;)-(:鰯）
②(AB)C=A(BC) （結合法則）

A(B+C)=AB+AC (分配法則）

任意の行列Aに対して,AE=EA=AをみたすEを単位行列とい

う。

E-(; I)
(注意）乗法についての交換法則は一般に成り立たない。

図ケーリー・ハミルトンの定理

ハー(: :)のときA2_(a+")A+(@"-6C)E=Oが成，
立つ。

-12－



’
圖逆行列

(1) AX=XA=E(Eは単位行列）のとき,XをAの逆行列といい，

A-&で表す6

',' A-(: :)において』=IAI=cd-6c≠,のとき

．古‘(_: -:)A-'=

(3) AA-]=A-{A=E

(4) A-1, B-｣が存在すれば, (AB)-1==B-!A-1

(5) ABが逆行列をもつための必要十分条件はA,Bともに逆行列をも

つことである。

（注意)AB=OのときA=OまたはB=Oとは限らない。

A≠O, B≠OでAB=OとなるA,B(零因子)が存在する。

四逆行列と連立方程式の解

連立方程式{:鰯臺:言(: :)(;)-(:）

“-‘‘≠'のとき(;)-(: :) (:)の解をもつ。

’
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第3回

【，】行列A-(; :)K-(: :)について等式AX=XAが成，
立つとする。ただし, p, 9, r, sは実数を表す。

（1） 沙および’をγ, Sで表せ。

(2) Eを単位行列とするとき,X="E+ZAを満たす実数虎およびZを

r, Sで表せ。

【川A-(")のときJA2-(a+a)A+(ad-6C)E=O"
成り立つことを示せ。

⑫)(: ;)のとき伽結果を利用して
･ A5-3A4-6A3+2A2-16A+8Eを求めよ。

－14－



Ⅲ,行列A-(~H)B-(H)とするときAXA=B=
満たす行列Xを求めよ。

⑫1行列A~(;同)が逆行列をもたないとき昨Aである二
とを証明せよ。

側実鯲と単位べ外ﾙ(;)について

（5百‘ ‘1燭)(;)-(重;)が成り立っている。

(;)をすべて求めよ。(1) 息の値をすべて求めよ。 (2) I

Ｉ
ｉ
ｌ
ｌ
町
１

1

’
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第4回

MP-(~"),A-(: :)とする。
(1) P-!APを求めよ。

(2) Anを求めよ。ただし， 〃は自然数とする。

MA-(_i_W)β-(_:_i)とし'行2列の単位行列＆
零行列をそれぞれ,J, Oとおく。ここにウ α,力は実数とする。

m) B2-(a-4)Bを求めよ。 ．。

(2) A6, A7をAの1次式またはノで表せ。

（3） 〃を偶数の自然数としてA〃を求めよ。

’
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s4 1次変換

＜基本事項＞

囮Zy平面の(x, ")→(x' , y' )の変換／の表す式が，

｛多曼:鰯謹(妻)-(: :)(;）
のようにかけるとき， ／を1次変換という。

図 1次変換の図形的性質

＃列ﾙ(: :)の表す‘次変鮒とすると
（1） ca－6c≠0ならば

①平面全体は平面全体に

②直線（線分）は直線（線分）に

③平行線は平行線に

④内分点は同じ比の内分点に

(2) aa－6c=0ならば

①A≠Oならば平面全体は原点を通る1直線

②A=Oならば平面全体は原点に

－17－



{態早首， および， 1次変換／を表す行列【15】2直線

(; ~;） が与えられている。

(1) 、＝2のとき，

直線jは変換／によって直線仁二コx+y+に二コ=0に写る。

また，変換／でjに写る直線は仁ニコズ＋2y＋に。三二0である。

(2) 、＝－2のとき，直線師は変換／によって定点P(に二コ,E二コ）

に写る。また，直線廓を点Pに関して対称移動すると，

直線E二コZ+y+に二コ=0になる。

【16】ある直線Z上の任意の点（ズ, y)が1次変換，

(夢)=(_: _;)(;)によって何じ直線‘上の点に移される。
このとき， ；の方程式を求めよ。

－18－



第5回

α 6

（ ）C a
【17】行列A= で表せる1次変換は平面上の点（1， 2） ，

(2, 1)をそれぞれ点(5, 0) , (4, 3)にうつすとする。

(1)行列Aを求めよ。

(2) この1次変換によって，原点を中心とする半径1の円はどのような図

形にうつされるか。

【18】直線X+y=2を直線x－y=-1に，直線ズーy=2を直線Z+y

＝1に移す1次変換fを表す行列は，E二コである。 1次変換／により，

中心が(1, 0) ,半径がlの円は，

方程式（E二コx+E二コ)2+(仁二コy+=)2=1

によって表される図形に移される。
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【19](1)直線X+2y=1上のすべての点を1点(3, 5)に移す1次変換

〆を表す行列を求めよ。

（2） この1次変換ノにより平面全体はどのような図形に移されるか。

●

伽方程式〃-‘で表される直線‘ ‘と行列A-(2R! ;)がある。
Aによって表される1次変換によって直線j !が直線12に移されるとき

(1) 42の方程式を求めよ。

⑫) ‘‘を原点の周りに角‘、<，<苦)だけ回転して得られる直線を
1＋､/盲

l3とする。 j2とZ3の交点Pのx座標が－であるとき, 8の
5

値を求めよ。

(3) 9が(2)で求めた値をとるとき, Z !, J2, 23で囲まれた三角形の

面積Sを求めよ。

-20-



補充問題

【21] 1辺の長さが1であるような正四面体の頂点をA,B, C,Dとする。

辺ABを＃ : (1-i)に内分する点をE,辺ACを(1-2) : 2に内

分する点をFとする。このとき，次の問いに答えよ。

→一→一 →→

（1）ベクトルg=DE, /=D戸の長さと内積e・〆をメで表せ。

(2) 9=4EDFとする。 0<2<1のとき, coseの動く範囲を求めよ。

【22】平面α： 4ズーy-Z=6,

Z－2

直線j : 1-X=y+1=一があるとき
4

（1）平面αと直線jの交点の座標を求めよ。

（2）直線Iを含み，平面αとのなす角が45.となる平面の方程式を求めよ。

●

－21－



[23]A-<; :)B-(_:-i)とする。
(1) A2-(6+1)Aを計算せよ。 (2) A5B4を計算せよ。

⑬} A｡-(: :)のとき．と‘の値を求めよ。

伽｣次変換(要)-(燃万‘ :)(;)によって正方”
戸={(x, y) 1 1≦勇≦2, 1≦y≦2}が図形Cに移るとする。

(1) Cはどのような図形か。

(2)Cの面積が戸の面積の5倍になるときのえの値を求めよ。
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