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↓さ し カミ ＝

、

入試の日程が早くなって，一部の大学では始まっている頃である。直前の学習で

は更に新しい事を覚えるよりは，今迄に学習した内容を整理して確実な知識とする

ことが大切である。数学では基礎となる「定理」 「公式」などの重要事項をもう一

度確認して，現在身についている実力を保持することをねらいとする勉強をすると

よい。

直前ゼミでは，微分・積分の重要事項を整理しながら､標準的な問題の解き方を
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指導する。

短期間ではあるが，合格への足がかりになれば幸いである。 １
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’1種 I画艮

！公式1 （はさみうちの原理）

3つの数列{a"}, {b｡} , {妬凧｝において

d"<Z"<b", lima風=limb"=cならばlim""=c
n→■■ n→ｰ 洞→画

公式2 （重要な数列の極限）

①lim7'"の収束，発散
党~ー

(i) lrl<1のとき, 0に収束 (n) r=1のとき, 1に収束

(iii) lrl>1のとき，発散 (W) r=-1のとき，振動

②lim泥γ何の収束，発散
憾→‐

(i) Irl<1のとき, 0に収束 (m) 171≧1のとき，発散

(証明）①の(iii) 7>1のときγ=1+ja(ん>0)とおくと， 河≧2で

7"=(1+jz)">1+刀〃

lim(1+冗九)=+ooであるからlim7"=+-
吋→－ ，－口

②の(i) r=0のとき冗γ"=0より lim泥γ''=0
吋→－

0<' 『 '<'のとき 'γ'一丁十万(胸>0)とおくと

”≧2で('+")">"c,"'-f"("-')"'より

0<'"'･ '="'『'｡‐㎡而肩く("島)"。 ＊迦鰯,"=0
公式3 （無限級数の収束，発散）

唾

（1）無限級数＝α・の収束，発散は部分和の数列{S"}の収束，発散と一
同ﾛロI

致する。
“

②無限等比級数室αγ"~】の収束，発散
何－1

（1） α＝0または 'γ'〈’のとき収束し, その和はT皇アである。
（Ⅱ） α≠0かつ｜γ｜≧1のとき発散する。

’
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公式4 （重要な関数の極限）

（1） 3角関数

鞠芋-'， 鞠竿='， 鞠迦祭=偽撚上祭ﾕﾆ誉
②指数・対数関数

('+÷)｡-． 鞠('+災)4=．Ⅲ
四

．
１
士

勺
１
↓工

,imlog｡(1zg)=1 ,img_=_1=1
葬 工→0 葬工→0

公式5 （ロピタルの定理）

"→‘のとき妾署→：雲たは器の不定形のとき
,imZ"｣=,imZ_La
z=｡9(x) =rg'(x)

公式6 （平均値の定理）

関数／（妬)が閉区間α≦元≦6で連続，開区間

型;三芳皿=′'(c), q<c<6
となるcが少なくとも1つ存在する。

公式7

有界である単調数列は収束する。

α<"<bで微分可能ならば

｜

－5－
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[解答］ まず， α”＞0であることを数学的帰納法で示す。

α】＝2＞0， ある自然数虎に対して， α典＞0と仮定すると

‘｡｡,-去借>0が成り立つ。
ゆえに，すべての自然数河に対してα”＞0

‘"｡‘-鵠臺2JF=-'芳雲〃 ･･. an､I薑〃
また

‘｡=‘-〃薑器-〃-(‘'-,/2)割1－票)(‘"-"）2α蝿

｛ｴ ，<噌≦1〈;(，｡-〃）

<e).(｡-,-")<……<(勃鱒(･-〃）

＊ 。≦｡"-"<(;)"(h!-")
はさみ打ちの原理より

lim(d"－ﾍ/2)=0
列→、

liman=､/2
界→”

a ■

[別解］ α"+1－､/盲＝（α”－，/百)2
2α”

(α”＋ヘノ百)2－

， α”十!＋ﾍ／2＝
2α”

_

b"=一望とおくと, 6，帯1=6"2
α”＋へ／2

カー1

. ． b"=612
●

61=3-2ﾍ/2で, 0<61<1より limb"=0
冗→‐

． －

limdn=ﾍ/2■ ●

向→、
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[1］ 数列｛鰯癒｝を0＜”!＜1として

2

蕗"+'＝ 3－”” （冗＝1ﾉ， 2’ 3ﾉｰｰ）

で定める。

（1） すべてのれに対して， 0〈”．〈1であることを示せ．

②数列｛苑"｝は収束することを示し， その極限値を求制よ・
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[2］ a!＝3， α・_1--α"＝上河α"-1α” （刀＝2， 3，
3

列がある。

（1） α”≠O (7z=2, 3,……）であることを示せ。

……） で与えられる数

1②6・＝上とおく。 6”を加の式で表せ。
α豚

α”を求めよ。
｡、

重
阿･ﾛ1

(3)

、
“
印
且
■
口
固

、

1
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P

[3］ 行列4-(： ：)に対して4の"個の種を4｡&し，

』｡-(:: ：:） （"-' 23,……)とおく。

(1)-(I) を満たすとき更に，行列Aが』

(1) d｡-c庫をα, Cで表せ。

②α風をα, Cで表せ。

③数列｛α"｝が収束する条件を求め， このときlima"をα， cで表せ。
肘→函

－9－



(c｡半景)とすると書[4] (1) cを正の定数とし, [Z"=llog
河

lima"を求めよ。
、→ｰ

②関数ブ（”）は罪＝1で微分

，身_7(2-cosx)一ブ(1)

で微分

鞠ハー ．叢

可能であるとする。このとき，

をブ'(1)を用いて表せ。

-10-



2 1錘クヲー‐〃容用

公式1 （接線・法線の方程式）

曲線y=r(")上の点(a, /(q))における

（1）接線の方程式は y－ブ（α）＝ブ'（α)(韓一α）

②法線の方程式は

｛ :菫遷("'--市《ゞ-”
公式2 （極大・極小）

関数ブ（鄭）が元＝αを含む小区間で微分可能であるとき

（1） 元くαでブ'（郭）＞0， 元＞αでブ'（”）＜0ならば元＝αで極大

（ブ'（α）＝0， ブ"(α）＜0ならば元＝αで極大）

②鈍くαでブ'（郭）＜0， 元＞αでブ'（節）＞0ならば元＝αで極小

（ブ'（α）＝0， ブ"(α）＞0ならば弾＝αで極小）

(注）関数のグラフをかくには次のことを調べる。

（1） グラフの存在範囲 ②グラフの対称性，周期性

③座標軸との交点 （4）関数の増減極値

⑤曲線の凹凸，変曲点 （6） 漸近線

公式3 （漸近線）

① limf(")=±函または 1imf(x)=±｡。のとき直線元＝αは(1) limf(")=±函または 1imf(x)=±｡。のとき直線元＝αは曲線
工一回－0 丞→q＋0

の漸近線である。

②lim {f(x)一（α兎+6)}=0のとき, y=α冗+6は漸近線である。
工→±、

とくに， α＝6＝0のとき漸近線は尤軸である。

公式4

難の整式ブ（節）が（元一α）2で割り切れるための必要十分条件はブ（α）＝0

かつブ'（α）＝0である。

-ll-
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例題2 露に関する方程式2エーα範＝0（αは定数）が解をもつための条件を求

めよ･

[解答］

解,｡ エー0は解では種いから,等=α

′(露)=等とおくと，

r'(難)一旦蝶鼻二型
よって， ／（節）の増減表は右のよ

うになるから, y=f(")のグラ

フをえる。このとき, y=f(")

とy=αとが交点をもつのは

α＜0またはα≧elog2･…･･[

解2． 2”＝α元より 9(x)=2"

上の接点を(r,2')とおくと，

g′(X)=2"log2であるから，

接線は

jノー2'=2'1og2(苑一r)

これが，原点を通るから

-2'=2'log2(-r)

．､ 『=命
よって，接線y=α元の傾きαは

a=2'log2=glog2

であるから，直線y=α節と曲線

y==2"が共有点をもつのは，

α＜0またはα≧elog2

α≧elog2･…･･[

y

答］

〃
y α元

グ
元

-12-
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関数ブ(z)=z2eエについて

関数jJ=/(")の増減を調べ，極値を求めよ。

ブ（α－1）＜ブ（α）を満たすαの値の範囲を求めよ。

区間r－1≦妬≦rでのブ（元)の最大値F(r)を求めよ。ただし, rは任

田
①
②
③

に

意の実数とする。

-13-
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日
日
Ｉ
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１
Ⅱ

[6］関数ブ卿(")=､/万て万T~rﾌｰ塑二-L-"logX(72=2, 3, 4,……）
冗郵

の最大値をα”とする。ただし，対数は自然対数とする。
を求めよ。② lima"

何→‐
(1) α”を求めよ。

「

|

I

１
１

１
１
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[7] e=2.718……は自然対数の底である。元>0で定義された関数

ブ(")=2+L-L-lgg龍について
e2 兎

(1j ブ'（元)およびブ〃（葬)を求めよ。

②方程式ブ′（難）＝0は相異なる2実解をもつことを示せ。なお，

ば聖讐-0を用いてもよい。
(3)②で得られた2実解をα， β（α＜β）とするとき， ブ（元）は免

大値を, X=βで極小値をもつことを示し，更に極小値を求めよ。

元

必要なら

で極＝a

-15-
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４
－
１

およびツーα”2の両方αを0でない実数とする。2つの曲線[8］ にy=g"

接する直線の本数を求めよ。

’
-16-



そ‐応月弓S積ラケと (1）

公式1 （重要な不定積分）

(')/(｡…)"dz=L…"LL+c("≠-1)a（れ＋1）

②/｡"…=-…半c ／…‘"=｡m…

/%-"" /tE%--｣･創・｡s"|+C

③/÷d"=1･副xl+C, ／…言』二手C(a>0, afl)logca

／'｡g…-篤'･恩"-"÷c ／f器‘"='･‘''"順｡
公式2 (置換積分法）

/'(").¥=/'{,(')','(').,z=g(r)のとき

とくに， よく用いられる置換は

①ブ（α葬+6)→α尤+b=す ②ブ'("){f(")}・→ブ(")=r

e） ヘ/Z~z=冤可→妬=qsin" (4)万で+ア→エ=atan"
公式3 （部分積分法）

／'(霧)''(露)‘霊=ｧ(蕊),(霧)-/'(露),(")‘”
公式4

①会"("‘'一'《燕）

②念1'""(').'-'{,(")',"(")

’
I

’
-17-



公式5 （面積）

（1） 区間[a, 6]でy=7(")とy=9(")の間の面積は

’("薑,(")ぬとゞ ‘薑1｡(("-,(蕊))‘“

②媒介変数表示の醐繍{;二期&"軸の闇の雨”
‘雲"‘"=/鷲,(}),,(,)‘，

d苑＝′′ (r)d

Z一うむ

公式6 （体祇）

（1） 曲線y=r(x)を冗軸のまわりに回転した立体の体積

、，="1‘，｡‘"="ル(""｡‘”
②曲線節=9(y)をy軸のまわりに回転した立体の体積

γ-"1‘"’‘'一"か｛"''‘，
公式7 （曲線の長さ）

（1） 曲線jﾉ=r(")の節＝αから元=b(G<b)までの曲線の長さ

'一〃可要了‘“
②曲線の方程式が媒介変数瓦＝ブ(r), y=9(r)で与えられたとき，

す＝αから r=6(q<6)までの曲線の長さ

/=〃房阿評‘′

-18-



例題3関数ブ（露）は次の定積分で定義されている。

'(")､｡:謬一dr
0≦元≦だの範囲におけるy=f(x)のグラフを描け。

[解答］

，(")雲/c:要'‐‘， …-．
ブ'（虹)＝ﾍ/ゴー三訂F~r･cos兀一ﾍ/~I~=E5百面~記． (-sin")

=IcosZIcosX+|sinXIsinX

( i ) 0≦元≦正のとき， ブ'(X)=cos2X+sin2X=1 ...f(x)=X+C
2

ここで，初期条件として，

｡よ' '(;)雲ル丁字‘'一塾 （←駕濫鰹騨の4

...f(x)=x+C

）

であるから 王=Z+c .･. c=一里
4 2 4

．．． ブ（苑）＝節一旦
4

(m);≦灘≦”のときブ'(X)=-cos2X+sin2z=-cos2X

＊ ′(")=-､…′ y

'(;)-fであるから,Z=C'4'(;)=fであるから,:=c'

ム ブ(霧)=:一等星
以上より

汀
－
４
竜

僅('…;）ブ（範）＝

：聖妄塁(;≦蕊≦
よって， グラフは右図。

-19-1



[9］ 0≦8≦聖のとき
2

f(e)=/'sin,z_e,d", ,(e)=/iZ-8)c｡s("-e)d"ル'(')-1
とする。

(1) f(8)の最大値，最小値を求めよ。

②ブ（8）とg(9)の大小関係を調べよ。

－20－
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１



方程式sinα罪=sin元の元>0における[10] αは1より大きい実数とする。

最小の解を8とおく。

（1） 8をαを用いて表せ。

②0≦節≦eの範囲で2曲線

形の面積S(Q)を求めよ。

③ lim(a+1)S(a)を求めよ。

y=sinα苑, y=sin元によって囲まれた図

回→‐

-21-



！

ﾍ/了十へ/了＝1で囲まれる2つの曲線鰯2+y2=1 (節≧0, y≧0) ,[11］

師十J＝Oのまわりに1回転して得られる回転体の体積を求めよ。図形を直線 １
１
１

１
１
１
１
１

ｂ
■
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Ｊ
９
０
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！
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！
Ⅱ
９
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。
卜
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Ｉ
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０
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０
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０
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９
■
０
４
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■
■
ｑ
Ｏ
０
Ⅱ
１
ｌ
Ｈ
８
４
ｆ
０
■
Ｉ
４
ｉ
ｌ
ｌ
４
４
ｂ
ｌ
ｌ
６
６
‐
‐
十

ｄ
ｌ
ｌ

－22－

I



[遡] 曲線y-t"'-;'･:麓。‘≦難≦Q+2(d>0)の部分の長さを
／（α）とする。

(1) I(a)を求めよ。

②α＞0においてI(a) の最小値を求めよ。
へ

－23－
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そ‐応用 （動4積ラケと

公式1 （定積分と不等式）

2つの関数ブ(x), 9(")が区間α≦露≦bで連続であるとき

①区間‘≦"≦‘ゞ'(露)≧…ば〃(")‘"≧。
等号は恒等的にブ（苑)＝0のときに限り成り立つ

②区間α≦露≦6でブ（元)≦9（妬）ならば

〃("‘"皇1.,("‘”
等号は恒等的にブ(z)=g(")のときに限り成り立つ

③ |"(")‘"|≦1｡ |f(x)|α元

最小値を加とすれば(4)区間α≦海≦6における最大値をM,最小

”《‘-‘)≦"(x)dx=M(6-a)

公式2 （積分の平均値の定理）

関数ブ（師）が閉区間α≦妬≦6で連続ならば

〃("‘"-(‘-‘)'(‘）‘<‘<‘
となるcが少なくとも1つ存在する。

’

１
１－24－



「

公式3 （定積分と級数）

勺
上
一
河
司
上
一
”

Ⅲ
、
Ⅲ
唾

阜
『
▲
一
■
１
ユ
↓

１
４
向
１
入
肘

一
一

①
、－】

重
全一0

■
勺
■
《
『
命
『
日
上
↓

１
Ⅱ
《
同
１
１
《
、

皿
韓
Ⅲ
⑭

一
一
一
一

㈲
㈲

〆
ｆ

１１旱
馴

／
Ｉ
、
／
ｌ
、

Ｐ
７
夢
ｒ

＋
＋

○
◆

◆
◆

串
●

十
＋

１
１

『
１
－
冗
ワ
白
一
流

ｉ
ｉ

ｆ
ｆ

＋
＋

紛
勃

ｉ
ｌ

ｆ
ｆ

〆
Ｊ
１
〃
Ｊ
１

司
上
一
刀
イ
上
一
河

豚

重
々写1

I}")‘”＝＝

②関数f(")が節>0で連続な増加関数ならば

／(1)+'(2)+･･･…+/("-1)</;(z)d"<f(2)+f(3)十…+/(認）I

公式4 （微分方程式）

①''一'(難〕－→，-/("“

②竺雲型上一/,《"‘'-ん)‘“dz 9(y)

特に,-:-÷= (麓)’ －－→ツー‘｡…

／(蕊)‘”ただし, F(")=

－25－



’

ブ（元）を求めよ。ただし． ブ（え）は微分可能例題4次の等式を満足する関数

でブ'（妬）は連続であるとする。

'("'-"｡fj｡('-')'"(r)dr
０

１

１

日

■

ト

ー

ｌ

ｌ

ｌ

ｌ

ｌ

ｐ

ｂ

Ｉ

Ｉ

ｌ

ｌ

ｆ

ｌ

■

Ｉ

ｌ

Ｐ

ｌ

ｌ

ｌ

ｌ

ｌ

■

■

■

１

１

望

‘

１

１

ｒ

Ｉ

ｌ

■

■

■

ｌ

ｌ

Ｕ

０

１

１

Ｉ

４

Ｉ
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[解答］与式より

’")=筵｡帯1｡''’(‘)‘′-"〃(‘)‘, ……・
両辺を苑で微分すると

{1． ｝ブ'（r）αr＋ズブ′（兀）ブ'（元）＝2妬十苑／'（範）一

雲2ｴｰﾙ(')‘’
-2蕊-卜('1;-2蕪-け(霧)-'(0)｝ I

ここで，①で、 兎＝0を代入すると，初期条件ブ（0）＝0が得られるから

ブ'（”）＝2葬一／（ズ） ．.、 メ'（葬）＋ブ（鄭）＝2苑……②

が成り立つ。②の両辺にezをかけると

｛ブ' (x)+r(x)le"=2ze" ．.． ｛ブ(x)e"}'=2xe=

両辺を兎で袖分すると

1

/''(黍'｡-}"‘"=2/…ゞ
1
1

．．、 ブ(")e"=2{(x－1)e二}+C

ここで， ブ（0）＝0を用いて －2+C=0

．．° C=2

．．． f(x)e"=2(蕗－1)e"+2

ゆえに，求める関数は

ブ（節）＝2（苑－1)+2e-" ……（答）

I

I
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■
■
０
■
Ⅱ
日
日
Ｆ
Ｉ
Ｑ
■
日
Ｉ
ｌ
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ｌ
Ｉ
ｊ
Ｉ
ｌ

ｌ
■
■
■
■
■
■
■
■
日
■
■
■
■
■

１
１
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「

I[13］ た， 刀を白然数とし, IA=

2覚互

g-zsin4元
刀
d郭とする。

①1，を求めよ。

②lim妾圭rgを求めよ。

刀一’『

Ⅲ

菌

・
１
↓

毛
土
師 b■1
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[14］ 第1象限にある曲線c:y=r(")が次の条件(A)と(B)を満たすとき，

ブ（節）を求めよ。

(A) C上の任意の点PにおけるCの接線は葬軸, y軸と交わり， その交点をそれ

ぞれQ, Rとすると，点Pは線分QRを1 : 2に内分する。

(B)原点からC上の点への距離の最小値は1である。

－28－



[15］平面上を動く点Pの時刻rにおける座標を(x(r), y(r))とする。時刻

r＝0でPは原点にあり，時刻rでの速さはへ/Z~=~yで~ﾃｰﾌであり，速度ベク

トルの苑成分はつねに1でy成分はつねに負である。このとき, r≧0でのP

の軌跡を求めよ。
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[16］関数ブ（苑）は元＞－1において，第2次導関数f"(節）をもち，更に

("≠』)'八")-21‐ (x-r)r(r)dr－坐=02
………①

を満たすとする。

(1) ブ（0）およびブ'（0）

②ブ（罪）を求めよ。

を求めよ。
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ﾈ甫充問是重

魂".!＝－1－(1一郭")妬｡(刀＝0，
、 1

['7］ 0＜元0＜α≦上とする。
2

によって定義される数列｛扉｡｝

（1） 霧画くa （刀＝1， 2， 3，

②苑”＜元風寺， （”＝0， 1，

1，2，……）
－α‐

について

……）を示せ。

2，……）を示せ。

G) 1im節画＝αを示せ。
同一一
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■

■

Ｉ

Ｐ

[18］ 関数ブ(")=log(1+X)一α苑について, 0≦蕪≦1

の最大値”(α）を求めよ。ただし，対数の底はeとする。

におけるf(")
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に猟.｡‘‘壼…線CI二[19］媒介変数8 （0≦e≦汀）によって

ついて

①曲線Cの概形をかけ。

②曲線cが囲む図形の面積を求めよ。

（3） 曲線Cが囲む図形を元軸の周りに回転してできる立体の体積を求めよ。

↓

’

I

－33－
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[20］関数ゾ（〃）とその導関数f'（兎）は韓≧0に1

とする。曲線jj=ブ（罪）と3直線y=0, x=0, :

の面積を表す関数をS(r)とし，曲線y=/(x)の（

を表す関数をL(r)とする。これらの関数に対して,S( i

が成立するとき，次の問いに答えよ。

(1) S(r), L(r)をそれぞれブ（兎）を用いて表せ。

において連続で， ブ(ｴ)＞0

) ， 妬＝r とで囲まれる図形

の0≦元≦すの部分の長さ

S(r)+L(r)=f(r)-4

②y=7(x)の満たす微分方程式をつくれ。

⑧関数ブ（妬）を求めよ。
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